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FONKSIYON DIZILERINDE YAKINSAKLIK ALISTIRMALARI (9) fu(2) 14 nx2’ zER
10) fu(z) = ————, 0,1].
(10) fule) = =y = €01
. . 2
0#AACR ise sup(A)T,L inf(A) tanimlarim: yazimiz. (11) fu(a) = x we1]
Her n € N igin sup{z™ : x € (—1,1)} = 1 oldugunu gosterin. 22 4 (nx —1)2
Her x € (—1,1) igin lim,—, o 2™ = 0 oldugunu gosteriniz. (12) fo(z) =2™(1 —x), z € [0,1].
Her z > 1 igin lim,,_, o, ™ = oo oldugunu gésteriniz. (13) fo(x) =na™(1 —2x), z € [0,1].
Her x > 1 igin lim, %n = 0o oldugunu gosteriniz. (14) fo(z) =nz™(1—2x), z €[0,1 — €], € > 0 sabit
Dirichlet Teoremini yazimz. (15) fo(x) =n22"(1 —2)3, 2 €10,1]
.Dirichllet.Teoremini kullanarak f,(z) = sin(nmz), z € [0, 1] dizisinin yakinsakligini (16) fu(x) = na? ze01]
inceleyiniz. 1+n
Bir fonksiyon dizisinin noktasal yakinsamasmin taniminil yaziniz. (17) fo(z) = (x —1/n)%,2 € [0,1]
Bir fonksiyon dizisinin diizgiin yakinsamasinin tanimini yaziniz. —@7/n R
Ispatlayin veya kargi 6rnek verin: (18) fulz) = n T €
(a) Diizgiin yakinsayan fonksiyon dizileri noktasal da yakinsar. (19) fulz)=(1+ %)n7 ze€R
Noktasal yakinsayan fonksiyon dizileri diizgiin de yakinsar. (20) fo(x) = (1 + £) ,x €[0,1]
Stirekli fonksiyonlardan olugan bir dizinin noktasal limiti siireklidir. (21) folz) = z ze0,1]

Siirh fonksiyonlardan olusan bir dizinin noktasal limiti sinirhdir.
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) Stirekli fonksiyonlardan olusan bir dizinin diizgiin yakinsak limiti stireklidir. (z) = {1, eger |z| > 1/n CER
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Simirh fonksiyonlardan olusan bir dizinin diizgiin yakinsak limiti sinirhdir.
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(g) Diizgiin siirekli fonksiyonlarin diizgiin yakinsak limiti diizgiin siireklidir. .
(h) Stipnormu 1 olan bir fonksiyonlar dizisi siipnormu 1 olmayan bir fonksiyona (23) folz) = l1—nz, eger0<z<1/ n.
yakinsayabilir. 0, eger 1/n <z <1
. Diizgiin stirekliligin tanimimi yaziniz. Diizgiin stirekli olan bir fonksiyon ve ol- ne eger 0 <z <1/n
. . . . . o . .. 24 ) = ? — — .
mayan bir fonksiyon 6rnegi verin. Verdiginiz 6rnekleri ispatlayiniz. (24) fu(2) o (1-z), egerl/n<z<l

Dini Teoremini yaziniz.

f : R — R diizglin siirekli olsun. f,(x) = f(z + %) dizisinin f’ye diizgiin
yakinsadigini gosterin. Eger f diizgiin siirekli degil de sadece siirekliyse bunun
dogru olmayabilecegini kanitlayin.

. Stirekli f,, : A — R fonksiyonlar1 f’ye diizgiin yakinsasm. {z,} A’min herhangi
bir dizisi olsun. Eger z, — = € A ise fn(z,) — f(x) oldugunu gosterin. Eger
yakinsama diizgiin degilse, sonucun dogru olmayabilecegini gosterin.

. Eger f,, fonksiyonlar dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakisiyorsa, || f,|| say1 dizisinin
de || f|Pe yakinsadigim gosterin.

. Asagidaki fonksiyonlarm noktasal ve diizgiin yakinsakligini inceleyin.

5, © €[0,1].

22
30) fn(x :nln<1+2),x€R.
n

2
(1) fo(z) = E’ xR (31) fo(x)=nln (1 + 22), x € [-M, M], M > 0 sabit.
(2) fulz) =2, z €[0,1]. Q. a, = (14 2)", a > 0 sabit olsun. a,41 > a, oldugunu gosterin.
(3) falz) =2", 2z €(0,1). R. Dini Teoremindeki monotonluk sart1 kaldirilirsa, iddianin yanlg olabilecegine bir
(4) fo(z) =2", 2 € (0,1 —¢), 0 <e<1sabit. ornek verin.
(5) fulz) = n(’xln, € (—=1,1), a > 0 sabit. S. Dini Teoremindeki kompaktlik sarti kaldirilirsa, iddianin yanlig olabilecegine bir
(6) fu(z) = ,z€(0,1). ornek verin.
1+ nx
x
(7) falz) = ; x € [0,00)




(k+2)

D. Y r, o f ~ serisinin (—00, 2) araliginda noktasal yakinsadigim gésteriniz. (Ipucu:
REEL SERILERLE ILE ILGILI BILMENIZ GEREKENLER S (k+2)3% serisi ile limit karsilagtirma testi uygulaym.)
E. Y>>, (1+ %)n serisinin (—o0, 0) araliginda yakinsadigini, [0, co) araliginda irak-
(1) 3207, an serisine s, = >_,_, ai dizisi yakinsaksa yakimsak, degilse iraksak sadigin1 gosteriniz. (Ipucu: Kok testini uygulaym.) ,
denir. F. ZZO:1 SIMRE gerisinin her € R igin noktasal yakimsadigimi gosteriniz. (Ipucu:
(2) 3 a, serisine Y _|a,| serisi yakinsaksa mutlak yakinsak denir. S sinkg = sin(nx/2) sin((n + 1)z/2) bagmtisim ve Abel bagmtismt kullanim.)
(3) Mutlak yakinsak seriler yakinsaktir. k=1 sin(z/2) '
(4) Eger lim,, o a,, # 0 ise seri raksaktir. G. Verilen serilerin hangi x’ler i¢in noktasal yakinsadigini bulunuz.
(5) Son”, - serisine p-serisi denir. p = 1 durumuna, yani >, + serisine har- (1) ¥, 1
monik seri denir. p-serileri p > 1 i¢in yakinsak, p < 1 i¢in 1raksakt1r. "l +am
(6) 07, an — any1 serisine teleskopik seri denir. Teleskopik seriler eger a,, (2) >, v —
yakinsak bir dizi ise a; —lim,,_,~ a, sayisina yakinsar. Eger a,, dizisi yakinsak 1 —Z.’I’%.
degilse seri raksar. (3) Yol T4
(7) Y02 a* serisine geometrik seri denir. Bu seri |z| < 1 ise 1= sayisma

yakmsar. Eger [z > 1 ise wraksar.
Kargilagtirma Olgiitii. Eger 0 < an < by ise 00
Eger > 7, a, = oo ise Y - b, = 0o olur.
Limit Karsilagtirma Olgutu an >0, b, >0 ve L =1lim,_, a,/b, olsun.
e Eger 0 < L <oove) b, yakinsaksa >~ a, yakinsar.

1 by <ooise Y0 a, < .

(= Dz £ Dina +1)
) (=21 — 27 +1)
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e Eger 0 < L <oove). -, b, wwaksaksa > _, a, wraksar. g w N2
e Eger 0 < L < oo ise Y - b, ancak ve ancak Y. -, a, yakinsarsa 2in=1 e’z
yakinsar. 9) T In(1 + nzx)
(10) Kok Testi. a, € R, r = limsup,,_, . |a,|"/* olsun. >°°°  a,, serisi n=b pgn )
e 7 < 1 ise mutlak yakinsaktir. (10) 3 In(1 + na?)
e 7 > 1 ise wraksaktir. " (11 N m)ﬁ”
Not: Eger bir dizi i¢in limy, o0 2 varsa limsup,, o, #n = iminfy, o0 2, = H. 3507, 7n serisinin (1, 00) araliginda diizgiin yakinsamadigini ama her a >
; n
hI,n”HOO o olur. . . L 1 i¢in [a, oo) araliginda diizgiin yakisadigim gosteriniz.
(11) D’Alambert Oran Testi. a, € R, a, # 0 (n yeterince biiyiikse), R = L i b R L o . o
Jim sup w1l — i inf lanty] olsun. "% a,, serisi S n(nt oy e serisinin her x € R — {—1,—-2,...} igin yakisadigim gosteriniz.
n—o00 la,| ’ n—=00 g, | n=1%Yn nn

e R <1 ise mutlak yakinsaktir.

e 1 > 1 ise wraksaktir.
Abel bagntisi.
Cauchy siklagtirma olgiitii. a, > 0 azalan bir dizi olsun. > °7
ancak Y~ | 2"ayn yakinsarsa yakinsar.

e On ancak ve

FONKSIYON SERILERINDE YAKINSAKLIK ALISTIRMALARI

Aymni serinin [0, 00) araliginda diizgiin yakimsak olmadigini ama her M > 0 igin
[0, M] arahiginda diizgiin yakinsadigini

A. Bir fonksiyon serisinin noktasal ve diizgiin yakinsakliginin tanimlarini yaziniz.
B. > 07 2" serisi z € (—1,1) aralginda noktasal yakimsak ama diizgiin yakinsak
degildir. Aymni seri her 0 < a < 1 i¢in [—a, a] araliginda diizgiin yakinsaktir.

C. exp, cos ve sin fonksiyonlarmin serileri olan $°0° | £1, 3% (—1)" %, S (1) %
serileri her R > 0 i¢in [— R, R] araliginda (dolayisiyla Rnin her sinirli alt kiimesinde)

diizgiin siireklidir.



