§ 2

Rasyonel sayilar kiimesi Q

@={m|mez,neN}
n

biciminde tanimlanir.

Onerme 2.1 Bir say1 ancak ve ancak periyodik veya sonlu ondalikli olarak yazila-
biliyorsa rasyoneldir.

Ornegin;
§=0,4 %=0,3333... 1,283234234234 ...

Rasyonel olmayan sayilar da vardir, bunlar irrasyonel sayilardir. Irrasyonel sayilar
dogal olarak geometrik sekillerde goriiliir: Ornegin, kenar1 1 olan bir karenin kose-

geni /2 irrasyonel sayisidir; yaricapi > olan bir dairenin cevresi x dir ve bu da irrasyo-
nel bir sayidir. Son olarak, e = exp(1) de irrasyoneldir.

Simdi \/5 sayisinin rasyonel bir say1 olmadigim1 kanitlayalim:
Onerme 2.2 \/5 & Q
Ispat. \/5 nin rasyonel bir say1 oldugunu varsayalim. O halde, m ve n sayilari ara-

larinda asal olmak iizere \/_
m

n

olacak bicimde m € Z ve n € N sayilar1 vardir. Bu durumda 2n> = m? olur. Bu son
esitlik bir tamsay1 esitligidir. Soldaki tamsayi ¢ifttir, dolayisiyla m? de ¢ifttir. O halde
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m de cifttir: m = 2k, k € Z olur. Boylece 2n* = 4k? ve buradan da n*> = 2k? elde
edilir. Bu son esitlikten » de cifttir: n = 2j, j € N olur. Bu ise m ve n nin aralarinda

asal olmasi ile ¢elisir. Dolayisiyla varsayimimiz yanlistir. \/5 ¢ Q dir. U]

Bu sonug oldukc¢a 6nemli oldugu icin ikinci bir ispat verelim:

2. Ispat: \/5 nin rasyonel bir say1 oldugunu varsayalim: \/_ = % ve n\/a =meN
olsun.

N={neN|n\/EeN}.

Bu kiime bos degildir ciinkii az 6nce n\/a = m € N yani n € N oldugunu gordiik.
Boylece N', N nin bostan farkli bir alt kiimesidir ve bu yiizden en kiiciik elemam

n, :=min N vardur.
diyelim. 1 < 1/2 < 2 oldugundan 0 < n, < n, cikar. Ote yandan

nl\/z = (no\/a— no)\/z =2ny, — no\/z eN

dir. Bu nedenle n; € N dir ve n; < n, oldugundan n,, N nin en kii¢iik elemani
olur. Bu ise n 1n en kii¢lik eleman olmasi ile ¢eligir. O halde varsayimimiz yanligtir:

V2 ¢ Q. 0

Reel (gercel) sayilar genellikle say1 dogrusu iizerinde gosterilir:

V21,4142 ... 7~3,14159265... e~2.718...

Tamim 2.1 Reel sayilar kiimesine —oco ve +oco sembollerinin eklenmesi ile elde
edilen yeni kiimeye genisletilmis reel sayilar kiimesi ad1 verilir ve R ile gosterilir:
R=RU{-0,}

a,b,c € Rigin

a+b=b+a a-b=>b-a

O+a=a Egera#0isel-a=a
a+b=0 < a=-b ab=1(=)a:%
(a+b)+c=a+b+c) (@a-b)y-c=a-(b-c)

a-(b+c)y=a-b+a-c
a-b=0 < (a=0veyab=0)
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Sonuc 2.1 (R, +, -) degismeli gruptur.

"nan
.

Tanmm 2.2 Uzerinde "+" ve "-" ikili islemleri tanimlanmus ve asagidaki aksiyom-
lar1 gercekleyen [ kiimesine cisim denir.

+ :FXF—->F ve -:FXF—->F

Tl) (Kapalilik Ozelligi) Her x, y € F igin x + y € F dir.
T4) (Etkisiz eleman Ozelligi) Her x € F icin x + 0 = x ve 0 + x = x olmak lizere
bir 0 € [ elemam vardir.

T,) (Degisme Ozelligi) Her x, y € F igin x + y = y + x dir.

T;) (Birlesme Ozelligi) Her x,y,z € Figin (x + y) + z = x + (y + z) dir.

(
(
(
(

T5) (Ters eleman Ozelligi) Her bir x € F icin x + (—x) = 0 ve (—x) + x = 0 olacak
bicimde bir —x € F elemam vardir.

C,) (Kapalilik Ozelligi) Her x,y € F icin x - y € F dir.

&

Cz) (Degisme Ozelligi) Her x,y € Ficin x - y = y - x dir.
) (Birlesme Ozelligi) Her x,y,z € Ficin (x - y) - z=x - (y - z) dir.

C,) (Etkisiz eleman Ozelligi) Her x € F i¢in x - 1 = x ve 1 - x = x olacak bi¢imde
bir 1 € F (ve 1 # 0) eleman1 vardir.

C5) (Ters eleman Ozelligi) Her bir x € F (x # 0) icin x - <l> =1ve <l> x=1
X x

olacak bi¢cimde bir 1 € [ eleman vardir.
X

(D) (Dagima Ozelligi) Her x, y, z € F i¢in carpma isleminin toplama islemi iizeri-
ne dagilma ozelligi vardir:

x-y+z)=x-y+x-2z

Reel sayilar kiimesi iizerinde yukaridaki aksiyomlar1 gercekleyen islemlerle cisim
adi verilen bir cebirsel yap1 olusur. Cisim aksiyomlar: sayesinde reel sayilarla hesap
yapabiliriz.

R reel sayilar kiimesinde ¢ikarma islemi, toplama islemi yardimiyla tanimlanir:

x—y=x+(—y Vx,y e R)
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Tanim 2.3 FE bir kiime olsun.

(i) E kiimesi lizerinde tanimlanan R bagintis1 EX E nin bir alt kiimesidir. (x, y) €
E X E ise x, y ile bagintilidir denir ve (x, y) € R ise xRy yazilir.

(i) Asagidaki ozellikleri gercekleyen R bagintisina siralama bagintist denir:
e R yansiyandir : Her x € E i¢in xRx,
e R antisimetriktir : Her x,y € E i¢in (xRy ve yRx) — x =,

e R geciskendir : Her x,y,z € E i¢cin (xRy ve yRz) — xRz.

Ornek 2.1 Q rasyonel sayilar kiimesi bir cisimdir. Diger taraftan, Z tam sayilar
kiimesi cisim degildir. Carpma islemine gore ters eleman 6zelligi gerceklenmedigi
icin cisim yapisi gostermez. Ornegin, 2x = 1 olacak bicimde bir x € Z yoktur.

Sonug 2.2 "<" bagintisi R ilizerinde bir siralama bagintisidir.

Gergekten;

e Her x € R i¢in x < x,

e Herx,ye Ricinx < yvey < xisex =y,

e Herx,y,z€e Ricinx < yvey< zise x < z.

Tanmm 2.4 "<" bagintis1 ile asagidaki ozellikleri gercekleyen S kiimesine tam
stralanmig kiime denir.

(1) Her x,y € S i¢cin x < y, x = y ve y < x ifadelerinden bir ve yalniz bir tanesi
dogrudur.

(i) x <yvey<zise x < zdir.

Uyan 2 Her (x,y) € R? icin:

x<y < y—-x€eR*
X<y << xZyvex#y
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Uyan1 3 Her a, b, c,d € R i¢in < bagintis1 asagidaki ozellikleri gercekler:

a<bvec<d =— a+c<b+d
a<bvec>0 = a-c<b-c
a<bvec<(0) = a-c>2b-c

Tanim 2.5 Asagidaki ozellikleri gercekleyen bir F cismine stralanmug cisim denir:
(1) x,y,z€eFicinx < yise x+ z < y+ z dir.

(i) x,yeFicinx<yvec>0isex-c<y-cdir

Onerme 2.3 [ sirali bir cisim ve x,y,z € [F olsun.
i) x>0 —x < 0dir.
) x>0vey<zisex:y<x-zdir
(iii) x <O ve y < zise x - y > x - z dir (Ozel olarak —y > —z dir).
(iv) x # 0ise x> > 0 dir.

(V)O<x<y(veyax<y<0)isel<ldir.
y X

Tanim 2.6 a ve b reel sayilarinin maksimumu

a; a>bise
max(a, b) = ]
b; b>aise

biciminde tanimlanir.
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2.1 Smirh Kiimeler

Tamm 2.7 S siralanmus bir kiime ve M C § olsun.

(1) Her x € M icin x < a olacak bicimde bir a € .S varsa, M kiimesine iistten
stirlidir denir ve o ya da M nin iist sinirt denir.

(i1)) Her x € M i¢in x > f olacak bicimde bir f € S varsa, M kiimesine alttan
stirlidir denir ve f ya da M nin alt sinirt denir.

Alttan ve iistten sinirl bir kiimeye sinirli kiime denir.

Ornek 2.2 (2,3] yar1 acik araligi sonsuz elemanli, sinirlt bir kiimedir. 2 ve 2 den
kiiciik her reel say1 (2, 3] yar1 acik aralig1 icin bir alt sinir, 3 ten biiyiik her say1 (2, 3]
yar1 acik araligi i¢in bir {ist sinirdir.

Ornek 2.3 N dogal sayilar kiimesi simirl degildir, ¢iinkii her n € N icin n < «
olacak sekilde bir a reel sayist yoktur.

Ornek 2.4 [a, b],[a,b), (a, b], (a, b) araliklar1 sinirlidur.

Gercekten; A = [a, b] kiimesini gozoniine alalim.

. A ustsmrlar
L h

a

1) A kiimesinin iist sinirlarinin kiimesi [b, +00),

11) A kiimesinin alt sinirlarinin kiimesi (—o0, a].

Ornek 2.5 S := {x : x < a} kiimesi iistten sinirhidir.

Ornek 2.6 S = {0, 1,2} kiimesi hem alttan hem de iistten sinirlidir.

Uyar 4—Dikkat: Ustten simrli bir kiimenin iist stnirlarinin bir en kiiciigii, alttan
sinirlt bir kiimenin alt sinirlarinin bir en bilyiigii vardir.
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Tamm 2.8 S siralanmus bir kiime ve M C S olsun.

(1) u, M kiimesinin herhangi bir iist sinir1 olmak iizere, u, < u olacak bicimde M
kiimesinin bir u,, list sinir1 varsa, u, sayisina M kiimesinin en kiigiik tist sinirt
ya da supremumu denir.

sup M = u,

(i1) a, M kiimesinin herhangi bir alt sinir1 olmak iizere, a, > a olacak bicimde M
kiimesinin bir a, alt simir1 varsa, a, sayisina M kiimesinin en biiyiik alt sinir
ya da infimumu denir.

inf M :=q,

Uyar15—Not: Bir kiimenin supremum ve infimumu olmak zorunda degildir, fakat
bununla beraber, eger supremum veya infimum var ise tektir.

Uyar1 6 —Dikkat: E nin supremumu ve infimumu E ye ait olmak zorunda degildir.

Ornek 2.7 E := {x € Q : x < 1} kiimesinin supremumu 1 dir ve E kiimesinin
elemam degildir. Ote yandan, G := {x € Q : x < 1} kiimesinin supremumu 1 dir
ve ayni zamanda G kiimesinin bir elemanidir.

Ornek 2.8 Ustten simurh M = {x : x < 1} kiimesinin en kii¢iik st sinir1 s, = 1
dir. s < 1 sayis1 M nin ist sinir1 olamayacagindan, sup M = 1 olur. Gergekten;
s < 1,s € M olsun. s < % < 1 olur. % € M oldugundan, sup§S = s < 1
olamaz. Bu nedenle, sup M = 1 bulunur. M, en kiiciik {ist sinirin1 kapsamaz.

Kiimenin alt sinir1 yoktur, dolayisiyla en biiyiik alt sinir1 da yoktur.

Tanmm 2.9 Bir M kiimesinin supremum degeri bu kiimenin bir eleman: ise bu
elemana kiimenin maksimum elemani denir ve max M ile gosterilir. Benzer sekilde,
kiime infimum degerini iceriyorsa bu infimum degerine kiimenin minimum elemani
denir ve min M ile gosterilir.

Uyan 7-Not: En kiiciik iist simir ozelligine bazen tamlik dzelligi (tamlik aksiyo-
mu) ya da Dedekind tamlik ozelligi de denir.
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Uyan 8-Ek Bilgi: infimum ve supremum ile ilgili daha detayli inceleme icin
Prof.Dr. H. Nurettin ERGUN, Analiz III ders notlar1 kitabina bakilabilir.

R reel sayilar kiimesinde ¢ikarma iglemi, toplama islemi yardimiyla tanimlanir:
x—y=x+(y (Vx,y€R)
Ornek 2.9 Q rasyonel sayilar kiimesi bir cisimdir. Diger taraftan, Z tam sayilar

kiimesi cisim degildir. Carpma islemine gore ters eleman 6zelligi gerceklenmedigi
icin cisim yapis1 gostermez. Ornegin, 2x = 1 olacak bigcimde bir x € Z yoktur.

Onerme 2.4 x € R ve x > 0 olmak iizere verilen her &€ > 0 icinx <egisex =0
dir.

Ispat: x > 0ise 0 < % < x dir (Neden?). € = % alinirsa c¢eligki elde edilir. Boylece

x = 0 bulunur. U]

Tanim 2.10 M C R olsun. Her (a, b) acik aralif1 icin a < r < b olmak iizere bir
r € M varsa, M kiimesi R de yogundur denir.

Teorem 2.1 — (Arsimet Ozelligi)

(1) x,ye Rve x> 0ise
nx >y

olacak bi¢cimde en az bir n € N vardir.

(1) (Q, R de yogundur) x,y € R ve x < yise x < r < y olacak bicimde en az bir
r € Q vardir.

Ispat: (a) x > yise n = 1 olarak almabilir.

x < yolsunve A = {nx : n € N} kiimesi gozoniine alinsin. Kabul edelim ki (1)
yanlis olsun: nx > y olacak sekilde n dogal sayis1 bulunmasin. Bu durumda, her
ni¢in nx < y bulunur. Bu ise y nin A kiimesi i¢in bir iist sinir oldugunu gosterir.
Tamlik aksiyomu nedeniyle iistten sinirli olan bir reel say1 kiimesi supremuma
sahip olmalidir. O halde A kiimesi bir supremuma sahiptir, a = sup A olsun.
x > 0 oldugundan a — x < a esitsizligi saglanir ve (supremum a oldugundan)
a — x supremum degildir. Bu durumda, a — x < mx olacak sekilde bir mx € A
eleman1 bulunmalidir (m € N), buise a < (m+ 1)x oldugunu gosterir. m+1 € N
dir ve (m + 1)x € A dir. Bu ise, a nin supremum olmasi ile ¢elisir.
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(b) y — x > 0 oldugundan, Arsimet Ozelligi’nden n-(y—=—x)>1=0«< 1 <
y — x gerceklenmek iizere daima bir n € N sayis1 vardir. Boyle bir n sayilsml
belirleyelim.

x > 0 oldugunu kabul edelim. Yine, Arsimet Ozelligi’'nden en az bir m dogal

1 .
sayist m - — > x gerceklenmek iizere vardir.
n

M={m€N:m>x}={m€N:m>n-x}
n

kiimesi bos degildir ve dogal sayilar kiimesinin iyi siralilik 6zelliginden bir en

kiiciik k elemanina sahiptir. x < k oldugu biliniyor. k < y oldugu gosterilme-
n n

lidir. k > y olsaydj,
n

cikardi! Bu, ise k nin M kiimesinin en kii¢iik eleman1 olmasina aykiridir. k <y
n

olmalidir.
x < 0 hali, x ve y yerine ¢ € Q olmak iizere x + ¢,y + ¢ sayi cifti alinarak
yiiriitiiliir.

0J

Sonu¢ 2.3 Her x € R icin n > x olacak sekilde n € N vardir. Yani, her x reel
sayisindan daha biiyiik bir n dogal sayis1 vardir.

Sonuc¢ 2.4 Her € > 0 sayis1 i¢in 1 < € olacak bicimde bir n € N vardir.
n

I Sonug 2.5 Her x € R icin n < x < m gerceklenecek bicimde n,m € Z vardir.

I Sonuc¢ 2.6 Her x € R icin n < x < n+ 1 gerceklenecek bicimde bir n € Z vardir.

Onerme 2.5 x € R olsun. E(x) := [x] ile gosterilen ve x in tam kismi olarak
adlandirilan yegdne (bir ve yalniz bir) tamsay1 vardir.

Ispat:
Varlik. x > 0 olsun. Arsimet 6zelliginden n > x olacak bicimde bir n € N vardir. Bu
nedenle M = {k eN| kL x} kiimesi sonludur (¢linkii her k € M icin0 < k < n
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dir). O halde M kiimesinin bir en biiyiik eleman1 vardir. k,,,,
k.. € K oldugundan k,, < xdir ve k,,, +1 > x oldugundan k

max
Boylece k,,,, < x <k, +1ve E(x) = k,,,, olur.

= max M diyelim.
+ 1 & K dir.

max

max

Teklik. k, £ sayllann k < x < k+1ve £ < x < ¢ + 1 gercekleyen iki tamsay1 ise
k < x < ¢ + 1 yazilabilir ve buradan da k < £ + 1 elde edilir. £ ve k nin yerleri
degistirilerek benzer bicimde £ < k + 1 elde edilir. BuradanZ — 1 < k < ¢ + 1
sonucuna variriz, fakat £ — 1 ve £ + 1 arasindaki tek tamsay1 £ oldugundan k = ¢
olmak zorundadir. x < 0 durumu da benzer bigimde incelenir. 0

Ornek 2.10
E(1,642) =[1,642] =1, E(n) = [x] =3, E(-3,25) = [-3,25] = -4

x — E(x) = [x] fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir:

y

— Y=EX)
EB3258)=3, __________ —
o
0 1 3.258 X

O—

G—

Sonu¢ 2.7 Her x € R i¢in [x] < x < [x] + 1 dir.
E(x)<x< E(x)+1 I

Tanim 2.11 Bir x reel sayininin mutlak degeri asagidaki gibi tanimlanir:

x +— |x| fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir:
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y = |x|
.
0 1 X
Onerme 2.6
@ x| =20 ; [=x|=|x] ; [x[>0 <= x#0

(i) V2 = |x|

(i) [xy[ = |x]]y|
(iv) |x 4 y| < |x] + |y] (Uggen esitsizligi)

W) |Ixl = Iy1] < 1x =y

Ispat:

(1) —|x] £ x < |x| ve —|y| £ y < |y| esitsizliklerinin taraf tarafa toplanmasiyla

— (x| + |y) £ x+y <|x|+ |yl ve buradan da |x + y| < |x| + |y| elde edilir.

(i) x = (x — y) + y yazilirsa, ilk esitsizlikten |x| = ‘(x -+ y‘ < |x—y|+|y| elde
edilir. Donc |x| —|y| < |x—y|, x ve y nin yerleri degistirilerek |y| — |x| < |y— x|
bulunur. Ote yandann |y — x| = |x — y| oldugundan ’lxl — |y|’ < |x —y| bulunur.

Ix—al<eeoa-—-e<x<ateoxe€E(a—¢c,a+e)

////////I///////\ >
\///////V/////// o

a—e a a+e
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Problem 2.1
1) x,y € Rolsun. |x| > ||x + y| — |y|| dir, gdsteriniz.
2) xq,...,x, reel sayilar1 i¢in |x; + -+ + x| < |x;| + -+ + |x, | dir. GOsteriniz.

3) x,y > O olsun. E(x + y) ile E(x) + E(y) ve E(xy) ile E(x)E(y) degetlerini
kargilastirimiz.

24



Greek Sembolleri

Zeta

“cﬂQ‘bélc:Z‘: X~ DN

S
S

SRS
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alpha
beta
gamma
delta
epsilon
Zeta
eta
theta

Xi

iota
kappa
lambda
mu

nu
omicron
pi

rho
sigma
tau
upsilon
phi

psi

chi
omega





