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Stolz-Cesaro Kriteri

Lemma 1 (Stolz-Cesaro, = durumu) (a,),,cy Ve (bn), cy reel say1 dizileri olmak tizere
1L.O0<bi<by<---<by, <--- velimy, o0 by, = 00.

O [ e SRR
n—00 bn+1 - bn

. , a , o a .
Bu takdirde lim — vardir ve lim — =dir.

Ispat. 11k olarak ! nin sonlu oldugu durumu gézoéniine alalim. e > 0 olsun ve N 6yle bir dogal say1
olsun ki her n > N igin

Gn41 — An

brr1 — by 2

gerceklensin. Bu, b,,11 — b, > 0 oldugundan, her n > N igin
(Il —¢/2) (bpt1 —bp) < ans+1 —an < (I4+¢€/2) (bps1 — bn)
bi¢iminde yazilabilir.

an — GN+1 _ (an —ap—1) + (an—1—an—2) + -+ (ant2 — any1)
b — bny1 by — byt

ifadesinin payinda bulunan parantezlerin her birine yukaridaki esitsizlikleri uygularsak her n > N+1
icin

ap — AN+1

(1)

_l <§
by, — by11 2
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elde edilir. Ote yandan

ai_l:aN+1_le+1+ 1_5N+1 n — N1
bn bn bn bn - bN+1

bi¢iminde yazilabileceginden

a a —1b
n_l‘ < N+1 N+1

bn,

bn

an — aAN+1
—1 2
bp, — bny1 ‘ @)

bulunur. h;m b, = oo oldugundan her n > N’ igin

an+1 — b1
by,

£
<t 3)
gerceklenecek bicimde bir N’ € N vardir. N” = méx {N + 1, N'} diyelim. (1)-(3) den, her n > N”
icin

Z:—l‘<£

olur. Buradan lim 72 =l gikar. Simdi [ = oo durumunu inceleyelim:
n—oo "

,  Opty1 — Ap
lfm -l T
n—o0 bn+1 — by
olsun. Her n > N igin ay 11 — @, > bpy1 — by, olacak sekilde bir N dogal sayis1 vardir. Bu, (an),> n.q
dizisinin arttif1 ve lim a,, = oo oldugu anlamma gelir. Simdi yukaridaki durumu 2= dizisine uygu-
n—oo n

layalim ve ardisik iki terimin farkinin boliimiiniin limiti sonlu oldugundan

, b . bpyi1—0b
lim % = lim 2™ _
n—00 (A, n—00 Ap41 — G,
elde edilir. Bu da lim ‘g—” = oo anlamina gelir. O
n—oo °n

Not: Lemmanin tersi dogru degildir. Bunu gormek i¢in, a,, = 3n — (—1)" ve b, = 3n + (—1)"
dizilerini gozontine alalm. lim 7» =1 dir ve
n—oo ’n
U1 —0n _ 34+2(=1)"
bot1 —bp 3+ 2(=1)nt!

an+1 — @
oldugundan lim —“— " limiti yoktur.

n—0o0 n+1 — On

Lemma 2 (Stolz-Cesaro, § durumu) (a,),cy Ve (bn),cy reel say1 dizileri olmak {izere

1. lim a, = lim b, =0,
n—oo n—oo

2. (by) kesin azalan,

p An+4+1 — Qp =2
3.1 —— =]ecR.
oo Bt — B

a ., a )
olsun. Bu durumda lim —= vardir ve lim — = [ dir.
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Ispat. Yukaridakine benzer bigimde ilk olarak [ nin sonlu olmasi durumunu inceleyelim: ¢ > 0 igin,

Gn41 — An

€
. —l‘ < §foralln>n(E

olacak bi¢imde bir n. € N vardur. b,, — b,+1 > 0 oldugundan her n > n. igin
(1 —¢/2) (b — bpt1) < an — apt1 < (1 +€/2) (bp — bny1)
dir. p pozitif bir tamsay1 olmak tizere

ap — Gp4p (an - an+1) + (an+1 - an+2) +-+ (an—i-p—l - an-{—p)

by — bty by — bty

yazarak, yukaridaki esitsizlikleri sag taraftaki kesrin payinda bulunan parantezlerin her birine uygu-
lanirsa n > n,,

elde edilir. p — oo iken her n > n. igin

‘;—:—l’ <g/2 <eolur

Simdi de [ = oo durumunu inceleyelim: 1im,, w = oo oldugundan verilen her ¢ > 0
n+1 — Un
sayisina karsilik her n > V. icin w > 2e gergeklenecek bicimde bir N, € N bulunabilir.
n+1 — Un

Buradan her n > N i¢in a, — any1 > 2¢ (by, — bpy1)bulunur. m ve n pozitif tamsayilar olmak tizere
m > n ve n,m > N olsun. Bu durumda

m—1 m—1
U — am = Y (ag — agg1) > 2 Y (b — bps1) = 22 (by — byn)
k=n k=n

olur ve bu esitsizligin her iki tarafi b,, > 0 ile boliiniirse

Gn bm am

elde edilir. Bu esitsizlikte m — oo igin limite gegilirse, her n > N igin §* > 2¢ > ¢ elde edilir.

| = —oo durumunun incelenmesi de bir alistirma olarak okuyucuya birakilmistir. O

1
Not: Lemmanin tersi d“ogru degildir. Bunu gormek igin, a,, = = (1) ve b, = It (1)
olsun. lim 3 = 1 dir. Ote yandan
n—oo “n

1 —an _ (30 +3+(=1)") Bn+(-1)") —3-2.(-1)"
bui1 —bn  (B3n+3— (=)™ Bn—(=1)") —3+2-(-1)»

& ,  Opy1 — 0@
oldugundan lim -1 "

limiti yoktur.
n—00 bn—l—l — by Y

Ancak, (by,),, o dizisi tizerindeki belirli kogullar altinda Stolz-Cesaro Lemmasi'nin tersinin gegerli ol-
dugunu kanitlayalim:
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4 KAYNAKGCA

Lemma 3 (Stolz-Cesaro Lemmasi'nin tersi) (an),,cy Ve (bn), o reel say1 dizileri olmak tizere

1.O<by <by <---< by, <---ve lim b, = oo,

n—oo

2. lim Z—n:leR,

n—oo n

3. lim bb" = L e R\{1}

P ap+1 — @ .
olsun. Bu durumda lim -2 =" — ] dir.
n—00 Op41 — bn

fspat:

+E bnta

an+1  OGp41 — dn <1 - bn ) Qn bn

bn+1 bn-‘rl - bn bn+1

biciminde yazip daha sonra n — oo igin limite gegilirse

l=(1—L) lim 2+ =% .

n—00 bpt1 — by

b

olur. Bu lemma, lim,, . b—" varsa ve 1 e esit degilse, Stolz-Cesaro Lemmasi'nin tersinin gegerli ol-
n+1

dugunu gostermektedir. O

Kaynakca
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