Seriler

Bu béliimde sonsuz sayida terime sahip toplamlarla ilgilenecegiz. Ornegin, asagidaki sonsuz toplamin degeri ne
olabilir :

11 1 1
4=+ -4+ —F- =2
2 4 8 16
2
>) >§ A\ \
A) 1 7 N l l%}
2 7

Yukaridaki gorsel popiiler adiyla Zeno’nun paradoksu olarak bilinir : Bir ok, 2 metre uzaktaki bir hedefe firlatilir.
Zeno’ya gore ok'un hedefe varmak icin 6nce kat etmesi gereken mesafenin yarisini, daha sonra kalan mesafenin
yarisiny,... bu sekilde devam ederek kalan mesafenin yarisini kat etmesi gerekmektedir. Boylece sifir olmayan siirelerden
olusan sonsuz toplamla karsilasir. Zeno ok’un hedefine asla ulasmadig1 sonucuna varir! Zeno, sonlu bir zamanda
sonsuz saylda sonlu mesafenin katedilebilecegini diisiinmemisti. Bu boliimde sonsuz sayida terimin toplaminin sonlu
bir deger olabilecegini gorecegiz.

1. Sonsuz Seriler

Tanim 1.
(ax)i>1 reel(veya kompleks) sayilarin bir dizisi olsun.

a1+a2+--~+an+-~-=iak=zak
k

k=1
n
yazilisina a; genel terimli veya kisaca denir. S,, = > ay ile iiretilen (S,) dizisine
. k=1
denir.
Ornek 1.
(o]
q € R sabit olsun. a; = g* denirse (84)n>1dizisini olusturalim : Z q~ sinin kismi toplamlar dizisinin
) ) k=0
terimleri :

So=1 S=1+q S,=1+q+q> c. S, =14q+@+-+q"
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Tanim 2.
(S4)n>1 kismi toplamlar dizisinin R (veya C) de sonlu bir limiti varsa

§=D, = lim s,
k=1

oo oo oo
yazilir. Bu durumda S = E a; sayisina E a, serisinin denir ve Z a, serisine denir. Yakinsak
k=1 k=1 k=1

olmayan serilere denir.

Notasyon : Serilerin farkli sekillerde gosterilisleri vardir :

oo
XD YIRS A 3
i=1 k

keN k>1
oo
Bazi durumlarda Z a, bazi durumlarda ise Z a; gosterilisini kullanacagiz.
k=1 k=1

2. Serilerin Toplami

2.1. Geometrik Seri

Onerme 1.

q € R olsun. qu serisi |q| < 1 igin yakinsaktir ve toplami
k=1

oo
qu:1+q+q2+q3+---:—.
k=0 1=¢

Ispat : Kismi toplamlar dizisinin genel terimini gézéniine alalim :
Sp=1+q+@+¢+-+q"
e ¢g=1icinS, =n+1olurve n — +oo iken S,, — +00 oldugundan (S,,) kismi toplamlar dizisi iraksaktir. Dolayisiyla

verilen seri de 1raksaktir.
e g#1olsun. S, ni 1—gq ile carpalim :

1-9)S,=1+q++¢P++q)—(q++F+---+¢"H=1—¢""

olur ve buradan

1— n+1
5 = l=a
1—¢q

oo
elde edilir. |q| < 1 icin g" — 0 ve ¢"™! — 0 oldugundan (S,) — ﬁ dir. Bu durumda qu serisi yakinsaktir.
k=0
lg] > 1 ise (¢") nin limiti sonlu degildir : Ornegin, ¢ = 2 icin (q") — +00 olur. ¢ = 1 i¢in (") dizisi 1raksaktir.
oo

q = —1 icin (¢") dizisi yakinsak degildir. Sonug olarak, |q| > 1 i¢in (S,) yakinsak olmadigindan qu serisi de

k=0
raksaktir.
O
1 1
Ornek 2.1. g = % icin Z o= 11 = 2 dir. Bu, Zeno’nun paradoksunun cevabini verirr : Ok gercekten de duvara
k=0 T2
ulagir!
2. q= % igin :

olur.
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oo
3. Serinin toplamini k = 0 dan baslatmak geleneksellesmistir. Farkli bir ¢6ziim yontemi asagidaki gibi olabilir : Z =
k=3
ifadesinde n = k — 3 denirse;
Sl sl 111 1
= 3k - 3n+3 33 —3n 271-— % 18
bulunur.
4.
(e 2k oo k
1 1 1
Z(—l)k(i) ZZ(_Z) - : =g
k=0 k=0 1- (_Z)
Ornek 3.
g €Rve |q| <1 olsun.
2k
k=0
toplamini hesaplayiniz.
oo 1 oo
Oziim : |q] < 1ligin » q“= oldugunu biliyoruz. S = q" diyelim.
— —q —
k=0 k=0
oo (ee] oo
S= quk = quk = qz:qu_1
k=0 k=1 k=1
=¢> ¢ +¢ ) (k—1)g*!
k=1 k=1
oo oo
=q Z ¢ +q Z mq™ m =k —1 yazilirsa
k=1 m=0
oo
=q . +q-S
k=1
(1-q)s=q.¢""
k=1
lg] <1 oldugundan
1 S q
(1-q)S=q-—— =>5=) k"= (lgl<D)
I—q ; (1—q)?
bulunur. O

2.2. Teleskopik Seri

n

Hatirlayacak olursa, Z a; serisinin yakinsak olmasi icin g.y.k. genel terimi S, = Z ay olan (S,),>, kismi toplamlar

k=1 k=1
dizisinin yakinsak olmasidir. Bu nedenle, serilerin yakinsakligi ile dizilerin yakinsaklig1 birbiri ile dogrudan iliskilidir.
Tersine, (a;)x>; dizisini incelemek istiyorsak asagidaki sonucu kullanabiliriz :

Onerme 2.
(o]
Z(akﬂ —ai)
k=1
bicimindeki serilere adu verilir. Teleskopik serinin yakinsak olmast i¢in g.y.k. £ := 1i1}>1o a, limitinin var
n—

olmasidir. Bu durumda :
oo

(@ —a) =0—a.
k=1
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Ispat :

Su = DG —ay)
k=1
= (ay—ay)+(a3—ay)+(ay—asz)+--+ (a1 —a,)

—a1+ 95— a5+ a5— a5+ + 95— g5+ any

= Opy1—q

Asagidaki 6rnegi inceleyelim :
Ornek 4.

o

Sl 1,11
pars (k+1)(k+2) 1-2 2-3 3-4
serisi yakinsak ve toplami 1 dir. Kismi toplamlar dizisini olusturalim :

n

S—Z Z(L—L)zl— L —1 (n— ooigin)
(k+1)(k+2) — k+1 k+2 n+2

Uyari .

Yukaridaki seride indis degisikligi yapilirak elde edilen Z m ve Z serileri de yakinsak ve toplami 1

1
- k(k—1)
dir.

3. Seriler icin Yakinsaklik Testleri

Su ana kadar geometrik seriler ve teleskopik seriler disinda toplamini bildigimiz cok fazla seri yok. Serilerin toplamini
hesaplamak icin ilerideki boliimleri ve diger teknikleri beklememiz gerekecek. Simdi esas olarak bir seri yakinsak mi1
yoksa 1raksak m1 sorusuna odaklanacagiz.

Bir serinin yakinsamasi, ilk terimlerine bagli degildir : Bir seriye sonlu sayida terim eklemek ya da c¢ikarmak serinin
yakinsak veya iraksak olmasini degistirmez. Ote yandan, eger seri yakinsaksa, toplami agik¢a degisir.
oo

Bir serinin yakinsamasini incelemenin pratik bir yolu da kalanini incelemektir : Z a; yakinsak serisinin

k=0
oo
Ry=ap+ap o+ = Z ax
k=n+1
ile gosterilir.
Onerme 3.
Bir seri yakinsak ise S =S, +R, (Yn > 1) ve hm R, =0dir
Ispat :
oo n (ee]
S=2 uwe= D uwct D w=5,+R,
k=0 k=0 k=n+1
biciminde yazilirsa, n - oo icin R, =S —S, = S —S = 0 elde edilir. O

3.1. n. terim Kriteri

Teorem 1.
ay serisi yakinsak ise lim a, =0 dir.
P n—oo

Burada kilit nokta, genel terimi kismi toplamlar dizisinin yardimiyla yazabilmemizdir :

a, =S, =S
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n
Ispat : n > 1 olmak {izere kismi toplamlar dizisinin genel terimi S, = Z ay i gozoniine alalm. n > 1, a, =S, —S,_1-
k=0
Zak serisi yakinsak ise (S,,) kismi toplamlar dizisi yakinsak ve serinin toplam1 S oldugundan lim S, =S dir. (S,)
n—.oo
k
yakinsak oldugundan (S,_;) de yakinsak ve limiti S dir. O halde,
lim a, = lim [S,—S,1]=S—S=0
n—.oo n—oo

yani (a,) — 0 bulunur. O

Serilerin yakinsaklig: incelenirken bu sonucun tersi oldukca sik kullanilir

lim a, # 0 ise Z a; serisi wraksaktir.
n—oQ X

. oo 1 oo
Ornek 5.1. 14+ -)ve k? serileri iraksaktir.
2 e,
2. Genel terimi
1 k=24 1>0ise
% _{ 0 dd.

ile verilen Z ay serisi de raksaktir.
k

3.2. Lineerlik

Onerme 4. - -

A,u € R (veya C) olmak iizere Zak ve Z b, herhangi iki yakinsak seri ve toplamlart sirastyla A ve B olsun.
k=0 k=0

oo

(Aay + uby) serisi de yakinsak ve AA+ uB dir. Bu durumda

k=0
Z()Lak + Mbk) = AZak + MZ bk‘
k=0 k=0 k=0

n n
Ispat : A, = Zak —A€R,B, = » b, — B€R olsun. Buradan
k=0 k=0

Z(?Lak +ub,) = AZak +,quk = AA, +uB, = AA+ uB
k=0 k=0 k=0

Ornek 6.

3.3. Cauchy Kriteri

Dikkat! a, serisi icin lim a;, = 0 olmasina ragmen a, wraksak olabilir. Ornegin
k B k k
>0 —oe k>0

[ee]

1 1 1 1 ..
Z —=1+—-—+—+4+—+4--- serisi wraksaktir.
e k 2 3 4




SERILER 3. SERILER IGIN YAKINSAKLIK TESTLERI 6

Tanim 3.

o 1 1 1 1 . )
Z—=1+—+—+—+---serlslne denir.
k:lk 2 3 4

Serinin 1raksak oldugunu gostermek icin Cauchy kriterini kullanacagiz.
Hatirlatma : Bir (a,) reel say1 dizsinin yakinsak olmasi icin g.y.k. Cauchy dizisi olmasidir :

Ve>0 dn,eN Vm,n>n, la, —an,| <€

Bunu serilere uygulayacak olursak :

Teorem 2 (Cauchy Kriteri).

o

E a, serisi yakinsak ise

k=0
Ve>0 dn,eN Vm,n>n, |an+-~-+am|<£
dir veya
m
Ve>0 3dn,eN Vm,n>n, Zak <e
k=n
veya

Ve>0 dn,eN Vn>n, VpeN |an+-~-+an+p‘<s.

Ispat : (S,) kismi toplamlar dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gostermek yeterlidir.

S —Sna| =an + -+ ap]

O
1 1
Z % harmonik serisine geri donelim : Kismi topmalar dizsinin genel terimi S, = Z X dir. € = % olsun.
k=1 k=1
Her n > n, igin
Son—Sp= ——t b > =L ]
T T g 2n” 2n 27 4

olur. O halde, (S,) Cauchy dizisi degildir. Dolayisiyla yakinsak degildir.
Ispat1 Cauchy yakinsaklik kriterini kullanmadan kamtlayalim : n — +00 icin S, — £ € R olsun. n — +00 icin S,, — £
olur. Bu durumda n — +00 i¢in Sy, —S,, = ¢ —{ = 0 bulunur. Bu ise S,, —S,, > % ile gelisir.

Harmonik seriyi daha fazla inceleyelim :

Onerme 5.
n

1 1
Z — harmonik serisinin kismi toplamlar dizisi S,, = Z — wraksaktir : lim S, = +00.
sk =ik e

Ispat : M > 0 olsun.

1 1 1 1.1 1 11
I+=+-4+->1+-+-4+-=1+=-+=
2 3 4 2 4 4 2 2
11 1 1 1 1 1 1 1.1 1 1 1 1 11 1
I4=+-4-4-+-+-+->1l+-+-F-+-F—+-F+-=1+-+=+=
2 3 4 5 6 7 8 2 4 4 8 8 8 8 2 2 2
11 1 11 1 1 11 1 11 1 1
I+ -4 +—>1+-+-F-+—+ -t —F -t —=1+-F+-F-+=
2 3 16 2 4 4 8 8 16 16 2 2 2 2



SERILER 4. POZiTiF TERIMLI SERILER 7

oldugundan m > 2M olacak bicimde bir m € N secelim. n > 2™ igin :

1 1 1
Sp = ld+=-+=+-+—+-+=
2 3 2m n

11

I+ +=4+—
2 3 2m
1

(1 1) (1 1 1 1) (1 1) ( 1 1)
= l+-4(z+>|+|z+=+z+=|+|z++= |+ +|——++ =
2 3 4 5 6 7 8 9 16 2m—1 41 m

1 .1 1 a1
> 1+iqotyalygl gl
2 74 '8 16 2m

1

WV

isin piif noktas: terimleri gruplandirmaktir. Her parantez arasinda ard arda 2, 4,8, ... terimleri vardir :

2m—(2m 4 1)4+1=2"—2"1 =2™1  terim
Boéylece her M > 0 igin bir n > 0 vardir 6yle ki her n > ng i¢in S,, > M. Bu durumda, (S,) — +00. O halde, harmonik
seri iraksaktir. O

Problem. 1. Genel terimi 4% olan serinin kismi toplam dizisinin genel terimi S,, i bulunuz. Bu seri yakinsak midir?
Yakinsak ise toplami S yi ve kalan terimi R, i hesaplayiniz.

2. Yukarndaki soruyu Z( 1)k, ZBk Z To¢’ Z ~* serileri icin cevaplaymiz.
k=0 k=0 k=1

3. Asagidaki seriler neden 1raksaktir ?

o K 2 1/k
2(ere) Y e ket e
-1 k=0 k=1 k=1 k=1
4. Z In (1 - m) serisinin kismi toplamlar dizisini bulunuz. Seri yakinsak midir ?
N 7> +q
5. k2qk = oldugunu gosteriniz.
; (1—q)?
4. Pozitif Terimli Seriler
Pozitif terimli seriler artan diziler gibi davrandigindan incelemek daha kolaydir.
4.1. Kismi toplamlar dizisi ile yakinsaklik
Hatirlatma : (s,),>; reel sayilarin artan bir dizisi olsun.
o (s,) dizisi iistten sinirh ise yakinsaktir. O halde, sonlu bir limiti vardir.
o Aksi takdirde (s,) — +oo dur.
Simdi bunu serilere uygulayalim :
n
Her k i¢in a; > 0 olmak iizere Z a; serisini gozoniine alalim. Bu duurmda genel terimi S, = Z ax

k=1
olan kismi toplamlar dizisi (S,) kesin artandir :

S,—S,1=a, >0.

Onerme 6.
Pozitif terimli bir serinin yakinsak olmast igin g.y.k. kismi toplamlar dizisinin iistten sinirli olmasidir. Baska bir deyisle,
her n > 1 i¢cin S,, < M olacak bigimde bir M > 0 sayisinin bulunabilmesidir.

Ayrica, yakinsaklik durumunda serinin toplami S ise, lim S, =S ve her nicin S,, < S dir.
n—oo
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4.2. Karsilastirma Kiriterleri

Pozitif terimli bir serinin karakterini belirlemek icin genel bir metod var midir ? Asagidaki teorem yardimiyla karakteri
daha 6nceden bilinen seriler ile karsilastirarak serinin karakteri hakkinda birseyler soylemenin miimkiin oldugunu
goruruz :

Teorem 3 (Karsilastirma Krtiteri).
> ay ve >, by pogitif terimli iki seri olsun. Her k > k, icin a; < by olacak bicimde bir ko € N oldugunu varsayalim. Bu
durumda

e > by yakinsak ise Y. a, yakinsaktu,

o > ay wraksak ise Y. by wraksaktir:

Ispat : Daha 6nce gézlemledigimiz gibi yakmsama ilk terimlere bagl degildir. Bu nedenle genelligi bozmaksizin,
ko =1 alabiliriz. S, = a; +---+a, ve S, = by +--- + b, diyelim. (S,,) ve (S/) dizileri artandir ve ayrica her n > 1 icin
S, <8/ dir.

. by serisi yakinsak ise (S/) dizisi yakinsatir ve sonlu bir S’ limiti vardur. (S,,) artan ve tstten S’ ile simirh oldugundan
yakinsakur. O halde, > a; serisi de yakinsaktir. Tersine, Y a; serisi iraksak ise (S,) — 400 olur ve (S!) dizisi de
iraksak olur. Bu nedenle, Y. by serisi de iraksak olur. O

4.3. Ornekler

Ornek 7.
Ornek 4 te
i 1
= (k+1)(k+2)
serisinin yakinsak oldugunu gortermistik. Bunu kullanarak
(o]
1
=i 2k?
serisinin yakinsak oldugunu gosterelim.
1
5%z 1
lim 2’1( -
k200 iy 2
oldugundan, k > k, icin
1 1
<

2k2 S (k+ 1) (k+2)
olacak bi¢cimde bir k, vardir. Aslinda bu esitsizlik k > 4 i¢cin dogrudur. Ancak k, sayisini tam olarak belirlemek
gereksizdir. Clinkii lineerlik 6zelliginden ﬁ serisinin yakinsaklig1 kolayca goriiliir.

Ornek 8.
Bir diger 6nemli seri dir :
o 1
Z — yakinsak
k!
k=0
1 1 oo oo
k>2i 1(;1n — k =) oldugundan indis degisimiyle elde edilen Z K k ) ZO T 1) *+2) serisi yakinsaktir.

O halde, Z — fistel serisi de yakinsaktir. Tanimdan Z — serisinin toplami e = exp(1) dir.
par S parS

Ornek 9.
n(k)
k

Gergel bir sayinin ondalik agilimini iceren ilging bir 6rnek ile b1t1re11rn :

Z — serisinin 1raksak oldugunu biliyoruz. Bunun yardimiyla Z Z — ser11er1 de 1raksaktir.
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Ornek 10.
(ax)k>1 elemanlari O ve 9 arasindaki rakamlar olan bir say1 dizisi olsun.

oo

Z A

k
= 10
oo
serisi yakinsaktir. Gercekten, b, = i olsun. b, < 2 dir. Ote yandan ! < 1 oldugundan Z ! eometrik serisi
y . (; s Yk — 10k - Vk X 10k . y ] 10 g P 10k g

oo
9
yakinsaktir. Sonuc olarak lineerlik 6zelliginden, Z Tox serisi de yakinsaktir.
k=1

oo
a
Dikkat! Z 1—(;( serisi 0 < x < 1 olmak {izere x sayisinin ondalik acilimidir.
k=1

Ornegin, her k icin a; = 3 olsun :
[ee]

3 3 3 3 1
E ==t —+—=4.--=0,3+0,03+0,003+---=0,333... = -
10 10 100 1000 3

Ayni1 sonucu geometrik seri kullanilarak bulunabilir :

o [ee]

ZS 3 1 3 1 3 10

1
10k 104410k 10 1 3
10k 104410k 10 1—4& 10 9 3

k=1

4.4. Denklik (Esdegerlik) Kriteri
Esdeger diziler kavramiyla karsilastirma teoremini gelistirebiliriz. Bunun icin asagidaki tanimi verelim :

Tanim 4.
(a,) ve (b,) kesin pogitif terimli diziler olsun.

ise (a,) ve (b,) dizilerine denir ve
a, ~ b,

yazilir.

Teorem 4 (Denklik Teoremi).
(a,) ve (b,) kesin pozitif terimli diziler olsun. a, ~ b, ise Z a, ve Z b, serileri ayni karakterdedir.
k k

Diger bir ifadeyle, diziler denk ise serilerin her ikisi de yakinsak veya iraksaktir. Yakinsaklik durumunda, her iksinin
toplaminin esit olmasi gerekmez. Son olarak, dizilerin her ikisi de kesin negatif ise teorem yine gecerlidir.

Ispat : Varsayimdan, her ¢ > 0 sayisina karsihik bir n, sayist her n > n, icin

n 1

<e
b, ’

gerceklenecek bicimde vardir. Bu esitsizlik
(1—¢)b,<a,<(1+¢)b,
biciminde yazilabilir. £ < 1 sabit olsun. Z a, yakinsak ise Teorem 3 karsilastirma kriterinden Z(l —¢)b,, yakinsaktir

ve lineerlik 6zelliginden Z b,, serisi de yakinsaktir. Z a, raksak ise Z(l +¢€)b, ve Z b,, wraksaktir. O

olan diziler denk

1 1
Yukaridaki teoremin uygulamasina bakalim : Genel terimleri — ve =
n2 (n+1)(n+2) n2+3n+2

dizilerdir. Z m (Ornek 4) serisi yakinsak oldugundan Z % serisi de yakinsaktir.

n
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4.5. Ornekler

Ornek 11.

Z k2 +3k+1 ve Zk+1n(k)
— k4 + 2k3 + 4 LS

1 1
serileri yakinsaktir. Her iki serinin genel terimi e ile esdegerdir. Z @ serisi yakinsak oldugundan verilen seriler de
k

yakinsaktir.

Ornek 12.

Z k?+3k+1 o Zk+ln(k)
k3 + 2k + 4 k2

1 1
serileri iraksaktir. Her iki serinin genel terimi % ile esdegerdir. Z % serisi iraksak oldugundan verilen seriler de
k

wraksaktir.
Asagidaki ilging 6rnegi inceleyelim :
Ornek 13.

> In(thk)
k>1
serisinin karakterini inceleyiniz. Genel teriminin esdegerini bulmaya calisalim :
e k>0icin 0 <thk <1 dir.
o thk y1 iistel fonksiyon cinsinden yazalim :
shk ef—e™* —2e7k —2¢7 %

thk=—=——=1+ =1+
chk ek+ek ek + ek 1+e2k

In(1+
. HII(I) In(1 +x) =1 oldugundan a; — 0 i¢in In(1 + a;) ~ g, dir. Buradan
X—
_26—21( _ze—Zk
In(thk)=In{ 1+ ~ ~ —2¢ %
n(thk) n( 1+e2’<) 1+e 2 ¢
olur.

« % <1igin >e % =Y (e7?)k geometrik serisi yakinsaktir.

o Genel terimi In(th k) ve —2e~2* olan diziler kesin negatif terimli dizilerdir ve In(th k) ~ —2e~2* dir. Teorem 4 den
> —2e72k serisi yakinsak oldugundan . In(thk) serisi de yakinsaktir. Benzer bicimde —In(th k) ve 2¢2¢ kesin
pozitif terimli serilere de uygulanabilir.

(Ink)*
k3

2. Pozitif terimli Z a, serisi yakinsak ise Z a,f serisinin de yakinsak oldugunu gosteriniz.
k=0 k=0

oo
Problem. 1. Z serisinin her a € R icin yakinsak oldugunu gosteriniz.
k=1

3.

M8

oo
a; ve Z b kesin pozitif terimli seriler olmak iizere k > 0 icin 0 < m < Z—i < M olsun. Her iki serinin de

=0 k=0
yn1 karakterde oldugunu gosteriniz.

O A

oo
Ink
4. Karsilastirma kriteri veya denklik kriterini kullanarak Z HT serisinin karakterini inceleyiniz. Ayni sekilde
k=1
asagidaki genel terimi verilen serilerin karakterini belirleyiniz :

(;) \JHL_Ql_i 1( 1_L)
M-+ 1) 2 e Iz

5. Ondalik acilim1 0,99999... olan seriyi yaziniz. Bu serinin toplami S ise 10 - S — S yi olusturarak, geometrik seri
yardimiyla S yi hesaplayiniz.

oo

1 1
6. kZ: o1 serisinin yakinsak oldugunu kanitlayiniz. 2
=2

1 ifadesini basit kesirlerine ayirarak S,, i belirleyiniz.
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[ee]

Bunun yardimiyla, Z
k=2

3 dubuny eésterind
21 = Z oldugunu gosteriniz.

oo
1
7. Z o e oldugu biliniyor. Asagidaki serilerin toplaminmi bulunuz :
k=0 "'

gk!’ ; k! ék!

5. Alterne Seriler

Bu béliimde Alterne Seriler ile ilgilenecegiz. ilk olarak alterne serinin tanimini verelim :

Tanim 5.

a; > 0 olmak tizere (a;) dizisini g6zoniine alalim. Z(—l)kak serisine denir.
k

5.1. Leibniz Kriteri

Alterne serilerin yakinsakligini géstermeye yarayan asagidaki kriteri verelim :
Teorem 5 (Leibniz Kriteri).
(ar k=0 asagidaki kosullart saglayan bir dizi olsun :
1. Her k > Oigin q;, > O,
2. (a;) dizisi azalan,
3. lim q; =0.
k— o0

oo
Bu durumda Z:(—l)ka;< serisi yaknsaktir.
k=0

Ispat : Es diziler tammindan faydalanacagiz :

o (85,41) dizisi artandir : Sy, 11 —Sop_1 = Aoy — Agpeq = 0.

o (8,,) dizisi azalandir : Sy, —Sy,_5 = dop — Agpn_1 < 0.

* Son+1—Son = —Ugpy1 < 0 oldugundan S,, > S, dir.

» Sonug olarak n — oo icin Sy, .1 — S, = —Uy,y; — 0 oldugundan (Sy,41 —S,,) — 0 dirc
Boylece (Sont1) Ve (Sqp) dizileri yakinsaktir ve ayni S limitine yakinsar. O halde, (S,,) yakinsak ve limiti S dir. Ayrica
her n igin Sy, < S < Sy, dir. Buradan

0 2 Ry, =S8 =52, 2 Sont1 — Son = —Ugp

ve
0 < Ropp1 =S —Sont1 < Sonta = Sant1 = Uzne2

oldugundan, n ne olursa olsun |R,,| =[S —S,,| < u,,; bulunur. O
Ornek 14.

— 1 1 1 1

D= =1 o

- k+1 2 '3 4

=0

si yakinsaktir. Gercekten, a, = icin
y ¢ k=1 ¢

1. aj > 0,

2. (a;) azalan,

3. (ay) dizisi 0 a yakinsar.
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[ee]

1
Alterne seriler icin Leibniz krtiterinden (Teorem 5), Z(—l)km Alterne Harmonik serisi yakinsaktir.
k=0

(o)
Leibniz kriteri yalnizca Z(—l)kak serisinin yakinsakligini ispatlamakla kalmaz, ayrica bize toplam i¢in iist sinir ve

k=0
kalan terimin artanlig: gibi iki ek 6nemli sonucu da verir :

Sonuc 1.

Z(—l)kak alterne serisi Teorem 5 in kosullarint saglasin. Serinin toplami S ve kismi toplamlar dizisi (S,) olsun.
k=0

1. Serinin toplami S asagidakileri saglar :

S1 K83 <SS € S K- <5y, < <85, <S5, <8
oo
2. AyrcaR, =8-S, = Z (=1)*a kalan terimi igin
k=n+1

R

n g apt1-

Ornek 15.

oo
N (=D*
Ornegin, E

= k+1

alterne harmonik serisi yakinsaktir. Toplamini S ile gosterelim. Kismi toplami

50:1;
1

Si=1-3,
1 1

Sy=1—=+—,
2 3
1 1 1

Sy=1—-+-—-,
2 3 4
1 1 1 1

Sy=l—cdo——+t—,
2 3 4 5

Boylece
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1—5<1—§+§—ZS"‘<82n+1<"'<S<"'<Szng"‘gl—i-i-g—z-i-g<1—5+§gl

oldugu kolayca gériiliir. Ozel olarak birkac toplami hesaplayalim :
S —§~058333 <S<S—ﬂ~078333
3—60— i el Xy X 4—60— 5 cen

ve n = 200 icin
So01 2 0,69067... < S < Syp9 > 0,69562...

elde edilir. Buradan yaklagik olarak S ~ 0, 69... oldugu goriiliir. Ek olarak, |R,| < u,,; esitsizligi yardimiyla S ile Sy,
arasindaki hata payinin |S — Syo0| = [Ragol < Uggr = ﬁ < 5-1073 oldugu goriiliir. Ashnda daha sonra gérecegiz ki
S=In2~0,69314... dir.

5.2. Ters Ornek
Asagidaki iki uyariya dikka ediniz :
1. Leibniz kriterinde (q;) dizisinin azalanligindan vazgecilemez,

2. Teorem 5 de a; esdeger bir dizi ile degistirilemez.

Ornek 16.
Asagidaki alterne serileri gbzoniine alalim :

_1)k _ 1)k
Z ﬂ yakinsak, Z i iraksak
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1 k
1. Teorem 5 i uygulayalim : (a;) = (%) dizisi pozitif terimli azalan bir dizidir. (a;) — 0 oldugundan Z ( \/E)
k>2

alterne serisi yakinsaktir.

1 1

b= —— ~ ——aq,.
Y LY

1
) dizisi k > 2 icin pozitif terimli ve 0 a yakinsamasina ragmen azalan degildir. Bu

Ancak; (bk) = (m

nedenle Leibniz kriteri uygulanamaz.

1)k
Z = serisinin iraksak oldugunu kanitlayalim :

>2 Vi +(-1)

| —

(1) (1) _(_1)kﬁ+(—1)k—ﬁ_ 1 N
N k+(—DkvE  k+(—1)kVE K

1
dir. Boylece ¢, = (—1)*a, — (—1)*b, genel terimli seri iraksaktir. Giinkii genel terimi iraksak olan Z % harmonik

(D= (=1)b =

serisine denktir.

Z(—l)kb « serisinin yakinsak oldugunu varsayalim. Z(—l)kak serisinin yakinsak oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla
k>2 k>2

toplamin dogrusalligindan Z k= Z:(—l)ka;< — Z(—l)kbk serisi de yakinsak olacaktir. Bu ise bir celiskidir.
k=2 k=2 k=2

(="
Sonug olarak _
;2 vk + (1)«

serisi 1raksaktir.

Problem. 1. Asagidaki seriler icin Leibniz kriteri uygulanabilir mi?

(—1)* (-1 !
Z m Z k+1 Z (—=1)**1(v/k —Ink)

k>2 k>2 k>2

1 1)
Z(—l)k(ln(k +1)— ln(k)) Z m Z 3k(+—(11)’<

k>2 k>2 k>2

serisinin kismi toplamlar dizisi S,, n nin hangi degeri icin serinin toplami S ye 0,1 ve 0,001 hata ile

(—1* (—1DF (1)
2 7 kT k!

2. i G

k=1

yakinsar ? Ayni soruyu icin cevaplayiniz.
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6. Mutlak Yakinsak Seriler — d’Alembert Kriteri

6.1. Mutlak Yakinsaklik

Tanim 6.
oo
Zak reel (veya kompleks) terimli seri olsun.
k=1
oo oo
Eger Z |ax| serisi yakinsak ise Z a; serisine tir denir.
k=1 k=1
Ornek 17.
o0
1. Z C(;Szk serisi mutlak yakinsaktir. q;, = C(;(—Szk icin |a;| < % dir. Z % serisi yakinsak oldugundnan Z |a| serisi
k=1 k>1 k>1

mutlak yakinsaktir.

S (=D DN 51
2. ; 1 Alterne harmonik serisi mutlak yakinsaktir. Ancak b, = 1 icin ; |be| = ; 1 serisi iraksaktir.

Alterne harmonik seri gibi kendisi yakinsak olan fakat mutlak yakinsak olmayan serilere seri denir.

Mutlak yakinsaklik yakinsakliktan daha giicliidiir :

Teorem 6.
Mutlak yakinsak her seri yakinsaktir.

oo
Ispat : Z a; mutlak yakinsak bir seri olsun. Z |ay| yakinsaktir, R], = Z lax| toplami 0 a yakinsadigindan (R/)
k=n+1
kalan dizisi Cauchy dizisidir. € > 0 verilsin. O halde her n > n; icin p > 0 olmak iizere

|an| + |an+1| +eeet |an+p| <eg

gerceklenecek bicimde bir ny € N vardir. Bu nedenle n > n, ve p > 0 i¢in :

an+an+1+“'+an+p{ < |an|+|an+1|+"'+|an+p| <e.

Cauchy yakinsaklik kriterinden (Teorem 2) Z a, serisi yakinsaktir. O

6.2. d’Alembert Oran Kriteri

d’Alembert oran kriteri, reel (veya karmasik) sayilardan olusan bir serinin yakinsakligini incelemek icin en etkili
yollardan biridir.

Teorem 7 (d’Alembert Kriteri).
Z a;. genel terimi sifirdan farkli olan reel (veya karmasik) terimli bir seri olsun.
1. 0 < q <1 olmak iizere her k > k igin,

Ag41
0%

<g<l1

gerceklenecek bicimde bir k, € N varsa Z a;. serisi mutlak yakinsak ve dolayistyla yakinsaktir.
2. Her k > kg i¢in,

Ajet1
Ay

>1

gergeklenecek bicimde bir k, € N varsa Z a; serisi iraksaktir.

Uygulamada serinin karakterini incelemek icin (agzl ) dizisinin yakinsakli1 incelenir. d’Alembert Kriterinin reel ve

pozitif terimli seriler icin en sik kullanilan uygulamasi asagidaki sonuc ile verelim :
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oo

Ispat : qu geometrik serisinin |q| < 1 i¢in yakinsak, |q| > 1 i¢in wraksak oldugunu hatirlayalim. Hipotezin ilk
k=0

kismindan

Ai+1
—| <= |agnl < lag,lg = lag 1o < lag,lg?

Ak
bulunur. Buradan k > k icin, c¢ bir sabit olmak tizere :

lag < lag,lg™-q* =c-q*
olur. 0 < g < 1 oldugundan qu serisi yakinsaktir. Sonuc olarak, Teorem 3 den Z |a;| serisi yakinsaktir.

az—:l > 1 ise (Jay|) dizisi artandir ve bu nedenle 0 a yakinsamaz. Teorem 1 den Z a, serisi raksaktir. O

Sonuc 2 (d’Alembert Oran Kriteri).

ay > 0 olmak iizere Z ay, serisi icin

. Qi1
lim — =/¢
n—oo ak
olsun.

1. £ <1ise Zak yakinsak,

2. £>1ise Zak wraksak,
3. £ =1 birsey soylenemez.

oo

.. k!

Ornek 18.1. Z ——————— serisini gozoniine alalim.
—1-3---(2k—1)

. g1 . k+1 1
lim = lim =

= =-<1
k—oo @ k—oo 2k +1 2
oldugundan verilen seri yakinsaktir.
= (2Kk)!
2. Z ( e serisini gbzoniine alalim.
= (k)
2k+1)(2k+2
lim %l GRADCR42)

k—oo @  k—oo (k+1)2
oldugundan verilen seri 1raksaktir.

Uyar1 (Onemli). 1. Yukaridaki kriter, daha sonra gérecegimiz, Cauchy kok kriterinin aksine bazi a, terimleri sifir ise
uygulanamaz.

. . s R a . .
2. Teoremin her zaman bir sonuca gotiirmedigini unutmayin. Ayrica varsayimin | < g < 1 olmasina dikkat edin,

0%

a
bu || < 1 den daha giiclidir.
ay
. . ak+1 = o 1 1 . e e e e
3. Benzer bicimde — 1 da sonuc vermez. Ornegin, a, = — ve b, = — serilerini g6zoniine alalim.
§ a § 8 Z k Z k Z k Z k2 8
k1 _ L -1
aj k +1
ve
by _ K

-
by (k+12

1 1
dir. Ancak biliyoruz ki Z % serisi wraksak, Z e serisi yakinsaktir.
Daha karmasik bir 6rnekle bitirelim :
Ornek 19.

k
x € R olmak iizere Z (B)Xk serisi mutlak yakinsaktir.
k>0
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a; = (’;)xk icin x # 0 ise k — oo i¢in

k+1 k+1)k(k—
-k T k(k=1)(k— T k—
|a| (3)|x|k ( 3)!( 2) k—2

dir.

a
|x| <1 ise yeterince biiyiik k icin | < g <1olurve Zak serisi mutlak yakinsaktir.

k

a k+1 k+1
|x| > 1 ise yeterince biiyiik k icin || = [x]| > > 1 olur ve Zak serisi wraksaktir.

|ak| k—2 k—2

k

6.3. Cauchy Kok Kriteri

Teorem 8 (Cauchy Kok Kriteri).
Z ay reel (veya kompleks) terimli bir seri olsun.

1. Eger 0 < q < 1 olacak bicimde bir q sabiti ve her k > k, igin

Vil <qg<1

gerceklenecek bicimde bir k, € N varsa Z |ay| serisi yakinsaktir: Bu durumda Z a,. serisine mutlak yakinsaktir
denir.

2. Her k >k, igin

Vil >1

ise E a,. serisi iraksaktir.

Pozitif terimli seriler uygulanan asagidaki sonucu verelim :

Sonuc 3 (Cauchy Kok Kriteri).
a,, pozitif terimli bir seri ve linolo Ja, ={ olsun.
n

1. Egerf <1ise Z a, serisi yakinsaktir,

n

2. Eger { > 1ise Z a, serisi wraksaktr,

n

3. Eger { =1 ise birsey s6ylenemez.

Uygulamada, n-inci kok ile ilgilenirken

Y@, =(a,)" =exp(iIna,)

gosterilisinden de faydalanilir.

Ispat : Serinin karakterinin ilk terimlerine bagl olmadigimi unutmayalim. ilk durumda, /|a,] < q = |a,| < q"
anlamina gelir. 0 < g < 1 oldugundan, Zq" serisi yakinsar, dolayisiyla sonuc¢ Teorem 3 ile elde edilir.

n
ikinci durumda, /]a,| > 1, yani |a,| > 1. Bu durumda genel terimin limiti O dan farkhidir, bu nedenle seri iraksar.

1 1 1
Son olarak, { =1 durumu i¢in : @, = —, b, = — olsun. Hem /@, — 1 hem de /b, — 1 dir. Ancak E — harmonik
n n n

n

. . 1 .
seri iraksak iken E — serisi yakinsaktir. O
n
n

.. 2n+1Y"
Ornek 20. 1. E (3n " 4) serisiinin karakterini inceleyiniz.
n
n

2n+1 2
va, = — =<1
3n+4 n—»o0 3
oldugundan verilen seri yakinsaktir.
271
2. a>0icin Z — serisi iraksaktir. Gercekten;
na
n
v 2n 2 2
va, = = — 2> 1.

W) ()" (expClnm) noee
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Ornek 21.

1 n
E (1 + —) x" serisi x € R in hangi degerleri i¢in mutlak yakinsaktir ?
n
n>1

2
Gozuim : a, = (1 + %)n x™ diyelim.

1 n
] =(1+;) x| = elx]

olur. e|x| < 1 yani |x| < % i¢in verilen seri yakinsaktir.
e Eger |x| < % ise Z a,, serisi mutlak yakinsaktir.

n
o Eger |x| > % ise yeterince biiyiik n ler i¢in +/|a,| > 1 dir ve Zan serisi 1raksaktir.
n
o Eger x| = % ise Cauchy kok kriteri cevap vermez. Genel terimi inceleyelim :

=3 (2

In|a,|] = nzln(1+%)+nln%
= n[nln(1+%)—1:|
= ar(E-30 +o(2)-1]
= 1= o()-1)
= —1+0(1)
1

- 73

dir. Bu durumda

olur. O halde, |a,| — e i # 0 bulunur. Sonuc olarak Z |a,| serisi iraksaktir..

n

6.4. D’Alembert Oran Kriteri mi Cauchy Kok Kriteri mi?

Bu boliimde d’Alembert Oran Kriteri ile Cauchy Kok kriterini karsilastiracagiz. Cauchy Kok kriterinin d’Alembert
Oran kriterinden daha gii¢lii oldugunu gorecegiz. Bununla birlikte, uygulamada, d’Alembert Oran kriteri en yaygin
kullanilan kriter oldugunu da vurgulamadan ge¢gmeyelim.

Onerme 7.
(a,,) kesin pozitif terimli bir dizi olsun. Bu durumda

. aniq .
lim =2 = = lim {/a,=1¢.
E n—.oo n E

n—-oo q.

Baska bir ifadeyle, eger d’Alembert Oran kriteri uygulanabiliyorsa Cauchy Kok kriteri de uygulanabilir.

Ispat : Verilen her £ > 0 sayus1 icin, bir n, € N bulunabilir 6yle her n > n, icin
Ant1
an

L—e< <l+e

dir. Buradan
a, (L—e)"" <a, <a,(f+e)".

lim 1/a, ({—e)" o =L—¢ et lim y/a, (£+e)mo=~L+¢.
n—oo n—oo

Yani 6yle bir n; > n, vardir ki, n > n; icin,

veya

-2 < {/a, <l+2¢,

olur. Bu ise istenendir. O
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6.5. Raabe-Duhamel Kriteri

D’Alembert Oran kriteri ile Cauchy Kok kriteri Riemann serileri icin cevap vermez. Clinki
1

a
n>1 n

. e e e . a .
Riemann serisi i¢in (n-rll—_l)a — 1ve J/a, — 1dir

Teorem 9 (Raabe-Duhamel Kriteri).
(a,) hepsi sifr olmayan reel sayilardan olusan bir dizi olsun. Bu durumda

Any1
a‘Yl

1. Eger her n > n, igin =

<1-£& B >1ise Zan serisi mutlak yakinsaktur.

n

>1— %, ise Z a,, serisi mutlak yakinsak degildir.

n

2. Eger her n > ny igin

Any1
aYl

Dikkat! a;—“ >1— 711 iken yakinsak seriler vardir. Ancak mutlak yakinsak degillerdir.
Ornegin; a, = (—1 "% alalim. Bu durumda
M " _4_ 1 >1— l
la,| n+1 n+1 n

Ispat : 1. Hipotezden her n > n, icin n|a,,,| < n|a,| — Bla,| dir. Bu nedenle

(ﬁ - 1)|an| < (Tl— 1)|an| - nlan+1|
olur. > 1 oldugundan, yukaridaki esitsizlikten (n—1)|a,| —nla,,| > 0 = (n—1)|a,| > n|a,| olur. (n|a,1)n>n,
dizisi azalandir ve limiti 0 dir. Dolayistyla Z [(n —1)|a,| —nla,+; |J teleskopik serisi yakinsaktir.

n
(ﬁ - 1)|an| < (Tl— 1)|an| - nlan+1|
oldugundan, Z(/S —1)|a,| serisi yakinsak ve dolayisiyla Z |a,| serisi de yakinsaktir.
n n
2. Hipotezden her n > ny icin n|a,;,| > (n—1)|a,| > 0 olur. Bu durumda (n|a,4;1),>n, artan oldugundan n|a,,| >
1
¢ > 0 yazilabilir. Buradan her n > ny icin |a,,;| > £ olur. O halde, Z |a,,| raksaktir ve bu nedenle de Z — serisi
n
n n

de wraksaktir.

O
Onerme 8 (Riemann Serisi).
1
a > 0 olsun. Z — serisi ancak ve ancak a > 1 ise yakinsaktiwr.
n>1
, n%
Ispat: a>1olsun. A(n) := m diyelim. Simdi 3 > 1 olmak {izere her n > n; icin
n
An)<1— E
n
gerceklenecek bicimde bir ny € N var oldugunu gosterelim. 1 < 8 < a olacak bicimde bir f secelim. f(x) = W +pBx

fonksiyonunu gbzoniine alalim. f fonksiyonu [0, co[ araliginda siirekli ve her mertebeden tiirevlidir. Ayrica f(0) =1
dir. Buradan f’(0) =  —a < 0 oldugundan 0 < x, < 1 olmak {izere [0, x,] araliginda f azalan bir fonksiyondur.
Yani [0, x,] tizerinde f(x) < 1 dir ve bu nedenle de % < x, gergekleyen n, tamsayisi icin A(n) + % =f (%) < 1dir.

n

1
Dolaysiyla A(n) < 1— b ve Raabe-Duhamel kkriterinden E — yakinsaktir.
n
n

1 1
Eger 0 < a < 1ise % < ni,l dir. Karsilastirma kriteriyle E — serisi iraksak oldugundan dolayisiyla E — serisi de
n n
n n

wraksaktir. O
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Problem. 1. Asagidaki serilerin yakinsakligi ile mutlak yakinsakligini inceleyiniz.
D =n"e S SV
n>2 n*+n =1 vVn(n+1) n>1 (=1)"Inn
2. d’Alembert Oran kriteri veya Cauchy Kok kriterini kullanarak asagida genel terimi verilen serilerin yakinsakligini
inceleyiniz :
nt% n! Inn 2:4-6---(2n)
n! (2n)! 2n4+1 nn

. 1\ (771—2)“ 2n
(sm—)
n 3n+1 en—1

3. a,= g—,: icin d’Alembert Oran kriterini uygulayin ve n — oo icin {/a, degerini bulunuz.

4. Asagidaki ifadeleri a > 0 parametresinin bir fonksiyonu olarak inceleyiniz :

k Ink X ak o
1 F \/Ea ﬁ In(1 + k%)
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