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§1

1.1 Dizinin Tanimi

Tanmm 1.1 Tanim kiimesi dogal sayilar kiimesi olan fonksiyonlara dizi denir.

f:N—R

n+— f(n)=a,
bi¢iminde tanimlanir. a, ifadesine dizinin genel terimi denir ve genel terimi a,, olan dizi
(an)’ {an}:o=1 ya da {an}neN

bigiminde gosterilir. (a,) reel say1 dizisinin goriintii kiimesi {a,, a,, a3, ..., a,, a,, ...} ile verilir.

Ornek 1.1
1) f :N—R,a, = f(n) =1 sabit fonksiyonu bir dizidir. (a,) = {1, 1,1, ...} dir.
ii) f : N— R, g, = f(n) = (—1)" fonksiyonu bir dizidir. (a,) = {-1,+1,—1, ...} dir.

iii) f : N— R, g, = f(n) = n fonksiyonu bir dizidir. (a,) = {1,2,3,...} dir.

iv) £ :N—R,a, = f(n) = * fonksiyonu bir dizidir. (a,) = {1, L } dir.
n

I Uyaril f : R — R, f(x) = (=1)* bir fonksiyon degildir.

Tanm 1.2 Tiim terimleri sabit bir reel say1 olan bir diziye sabit dizi denir. Her n € N i¢in a, = c ise
(a,) = (c) dizisi sabit dizidir.

I Tanmm 1.3 Her n € Nigin a, = b, ise (a,) ve (b,) dizilerine esit dizi denir ve (a,) = (b,) yazilir.

Ornek 1.2
a)a,=1+2+4+3+--+nveb,= @ dizileri her n € N igin esittir, bu nedenle (a,) = (b,) dir.

b) a, = n"? ve b, = (n—1)(n—2)(n—=3) -+ (n—100)+ # genel terimli dizilerin ilk 100 terimi birbirine
esittir ve 101. terimden sonraki terimleri farklidir. Bu nedenle (a,) # (b,,) dir.

Bazen bir (a,) dizisi, bir indirgeme bagintis1 yardimiyla tanimlanir:

a
ap=1la,, = 1+na (Vn>1)

n
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baginitsiyla tanimlanan (a,,) dizisinin genel terimi:

a, = 4 —la
T l4aq 27

ve tiimevarimla (a,) = <l> elde edilir.
n

Tanmm 1.4 a, = a olmak iizere a,,; = a, + d, (Va > 1) indirgeme bagntisi ile verilen (a,) dizisine
aritmetik dizi denir. Aritmetik dizinin genel terimi

a,=a+m—-1)-d (Vn2>1)

ve ilk n-terim toplami
S, = g [2a, + (n + 1)d]

ile verilir.

Tammm 1.5 a; = a olmak iizere a,,; = r - a,, (Vn > 1) indirgeme bagintis1 ile verilen (an) dizisine
geometrik dizi denir. Geometrik dizinin genel terimi

a,=a,- "' (Yn>1)

n

ve ilk n-terim toplami
L=

, r#1

ile verilir.

Tanmm 1.6 a; = a olmak iizere a,,; = ra, + d indirgeme bagintisi ile verilen (an) dizisinin genel terimi
r # 1icin
1=t d

n—1 d ) n—1
G =@ l—r 1—r+ Y

ve r = 1 i¢in
a,=a; +(n-1)-d

dir.

Sonu¢ 1.1 r # 1 olsun. a,,,; = ra, + d dizisinin her a, i¢in yakinsak olmas i¢in gerek ve yeter kosul
|r| < 1 olmasidir. Bu durumda,

. d
lim a, = .
n—+o0o 1—r

(Ispat1 yakinsaklik kavramini verdikten sonra yapilacaktir.)

Ornek 1.3 (an) dizisia, = 4 vea, | = %an + 3 indirgeme bagintisi ile verilsin. (an) dizisinin genel

1 .
=t 6, n e Ndir

terimi a,, = —

Sonuc 1.2 -Dikkat: Yukaridaki indirgeme bagintisi ile verilen (a,,) dizisi; r = 1 i¢in aritmetik diziye,
d = 0 icin geometrik diziye indirgenir.
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Tanm 1.7 x, = a;, x, = a, olmak iizere x,,; = (1 + g)x, — gx,_, indirgeme bagmntis1 ile verilen (x,,)
dizisinin genel terimi g # 1 i¢in
I N B

X, = + , n=?2
" 1-gq l—qq -

ve g = 1 icin
xn=a1+n(a2_a1)

dir.

Sonug¢ 1.3 Yukaridaki indirgeme bagintisi ile verilen (x,,) dizisi her (al, az) cifti icin |g| < 1 iken yakin-

saktir:
a, — 4qa,
n—+oo n 1- q

lim x, =

(Ispat1 yakinsaklik kavramini verdikten sonra yapilacaktir.)

Tanmm 1.8 A, B # 0 sabitler olmak iizere sabit katsayil ikinci mertebeden homojen indirgemeli diziler
a,=Aa,_;+Ba, , (Vn>N)
bagintisi ile verilir. ¢ # 0 i¢in a, = t", a, = Aa,_, + Ba,_, bagintisinin bir ¢6ziimii ise
"= A"+ B"?  (Vn22)

dir. n = 2ise t? = At + B veya 1> — At — B = 0 elde edilir. Bu denkleme a, = Aa,_, + Ba,_, bagitisimin
"karakteristik denklemi" denir.

Teorem 1.1 A, B sabitler ve B # 0 olmak iizere a, = Aa,_, + Ba,_, indirgeme bagintisin1 gézoniine
alalim. Karakteristik denklemi > — At — B = 0 olsun.

a) Karakteristik denklemin r; ve r, gibi iki farkli reel kokii varsa, genel gziim
a,=C-ri+D-rj.
b) Karakteristik denklemin r; gibi cift katli kokii varsa, genel 9ziim
a,=C-ri+D-n-rj.

Her iki durumda da C ve D sabitleri baglangi¢ kosulundan bulunur.

Teorem 1.2 A, i =1,2,...,(n — k) sabitler ve A,_, # 0 olmak iizere
a,=Aa,_;+Aa, ,+ -+ A, _a,
indirgeme bagmtisin1 gézoniine alalim. Karakteristik denklemi
= A -~ A, =0
dir.
a) Karakteristik denklemin r, ..., r, gibi k farkl kokii varsa

a,=C;-ri+Cy-ry+-+Cp-r;
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dir. C; sayilan k tane baglangi¢ kosulundan bulunur.
b) Karakteristik denklemin m + 1 katli bir » kokii varsa
= AT A, = -0
dir. Karakteristik denklemin m + 1 kath r; kokleri varsa, genel ¢oziime A ;" eklemek yerine,
Ajnor;.' + Aj+1n1r;’ + Aj+2n2r;’ +o Ay, nry

yazilir. A;, -+, A, sayilar verilen baglangi¢ kosullarindan bulunur.

Ornek 1.4 a, = 1,a, = 5 olmak iizere a, ., = 5a,,, — 6a,, (n > 1) indirgeme bagintis1 ile verilen (an)
dizisinin genel terimini bulunuz.

Coziim. Karakteristik denklemi: 1> — 5t +6 = 0 = ¢ = 2 ve t = 3. Genel ¢oziim: a, = C - 2" + D - 3" olur.
Verilen baslangi¢ kosullarindan

a,=C-2'+D-3'=2C+3D=1

aZ:C.22+D,32:4C+9D:5 }:>C=—1/\D=1.

buradan da a, = —1 - 2" + 3" elde edilir. |

Ornek 1.5 a, = 1,a, = 5 olmak iizere a,,, = a,,| + 2a,, (n > 1) indirgeme bagintis1 ile verilen (an)
dizisinin genel terimini bulunuz.

Coziim. Karakteristik denklemi: 1> —t —2 =0 = t = —1 ve t = 2. Genel ¢bziim: a, = C - (=1)" + D - 2"
olur. Verilen baslangi¢ kosullarindan

a=C-(-)'+D-2'=-C+2D=1

a,=C-(-1’+D-22=C+4D =5 }$C=1AD=1-

buradan da a, = (—1)" + 2" elde edilir. O

Ornek 1.6 a, = 3,a, = 21 olmak iizere a, = 2a,_; + 3a,_,, (n > 3) indirgeme bagmtis1 ile verilen (an)
dizisinin genel terimini bulunuz.

Coziim. Karakteristik denklemi: 1> — 2t —3 =0 = ¢ = —1 ve ¢ = 3. Genel ¢oziim: a, = C - (=1)"+ D - 3"
olur. Verilen baglangi¢ kosullarmmdan

4, =C+9D =21 }:>C=3/\D=2.

buradan da a, =3 - (—1)" + 2 - 3" elde edilir. O

1.2 Dizilerin Smirhhg:

Tanim 1.9 (a,) bir reel say1 dizisi olsun.
a) Her n € Nicin g, < K olacak bigimde bir K sayis1 varsa, (a,,) dizisine iistten sinirlt dizi denir.
b) Her n € Ni¢in k < a, olacak bicimde bir k sayisi1 varsa, (a,) dizisine alttan sinirly dizi denir.

c) Hern € Nigin k < a, < K olacak sekilde k ve K sayilar varsa, (a,) dizisine simnirlt dizi denir.
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I Sinirlt olmayan dizilere de sinirsiz dizi denir.

Tamm 1.10 (a,) reel say: dizisi olsun. Her n € N igin |a,| < M olacak bicimde bir M € R* sayisi
varsa, (a,) dizisine smnurli dizi denir.

Tanmm 1.11 Ustten smirh bir dizinin iist sinirlarmin en kiiciigiine en kiigiik iist sinur (supremum) denir.
Benzer sekilde, alttan sinirh bir dizi i¢in alt sinirlarinin en biiyiigii en biiyiik alt sinir (infimum) olarak
adlandirilir. Bir dizinin de supremum veya infimum degerinin diziye ait olmasi1 gerekmez.

Ornek 1.7 1) (a,) = (%) olsun. Hern e Ni¢cin 0 < g, = - < 1 dir. (an) dizisi sinirhidir.

S 1=

ii) (a,) = (( Dk ) olsun. Hern € Ni¢in —1 < g, < - dir. (an) dizisi sinirhidir.

1
2
iii) (a,) = ( ) olsun. Hern € N i 191n 1< a, < 1dir. (an) dizisi siirhidir.

iv) (a,) = ((—=1)") olsun. Her n € Ni¢in —1 < a, < 1 dir. (an) dizisi sinirhidir.

v) (a,) = (n) smirsiz bir dizidir.

N n2
Ornek 1.8 (a,) = n
n

2) dizisi sinirsizdir.

Coziim.
n? n? n* n
= =—===:b Vn>1
n n+2 n+2n 3n 3 " (Vnz1)
dir. (b,) = (g) dizisi sinirsizdir. O halde, (a,,) dizisi de sinirsizdir. O
e 1 1 1 e o e
Ornek 1.9 (a,) = (— + + -+ —) dizisinin {iistten sinirli oldugunu gosteriniz.
n+l1 n+2 2n
Coziim:
a, = ! + ! +---+L<n- ! <1- ! <1
"Tn+l n+2 2n n+1 n+1
oldugundan, (a,) dizisi iistten sinirhdar. O

Tanim 1.12 (a,) bir reel say1 dizisi olsun.
a) Hern € Nigin a, < a,., ise (a,) dizisine artan dizi,

b) Hern € Nigin a,,, < a, ise (a,,) dizisine azalan dizi denir.

Artan ya da azalan dizilere monoton dizi denir.

Uyan 2 Bazi kaynaklarda, her n € N i¢in a, < a,,, ise (a,) dizisine (kesin) artan, her n € N i¢in
a,,; < a,ise (a,) dizisine (kesin) azalan dizi denir.
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Uyan 3 Bir (an) dizisinin monotonlugunu incelemek igin:
a) a,,; — a, farkinin igaretine bakilir. Her n € N i¢in a, — a,,; < O ise (a,) dizisi artan, < 0 ise (a,)
dizisi azalandir.

a,

orani 1 ile karsilagtirtlir. Ornegin, her

b) Her n € N icin g, genel teriminin isareti biliniyor ise

n+1

a
n € Nigin a, > 0 ve —— < 1 ise (a,,) dizisi artandur.
n+1
Ornek 1.10 (a,) = ( ) olsun.

1 1 1

1+ = >0 (VneN
nt2 n+l (n+ D(n+2) (VneN)

oldugundan, (a,) dizisi artandir.

Ornek 1.11 (a,) = ((—=1)" - n) olsun.
a1 —a, = D" i+ D= (=D n=(=1)"" - 2n+1)

n=2k,k € Nisea,,  —a, <0ve(a,) dizisi azalandir. n =2k -1,k € Nise a, , —a, > 0 ve (a,) dizisi
artandir. O halde, (a,,) dizisi monoton degildir.

Ornek 1.12 (a,) = (1 + % + -+ l) olsun. (a,) dizisinin monotonlugunu inceleyiniz.
n
Coziim:
1 1 1 1 1
gy = (14 st b=+ )—(1+—+---+—)= >0 (YneN
ne1 = ( 2 n n+1 2 n n+1 (Vn )
oldugundan, (a,) dizisi artandir. O
- 1 1 1 L o . ..
Ornek 1.13 (a,) = (— +—+ -+ —) olsun. (a,) dizisinin monotonlugunu inceleyiniz.
n n+1 2n
Coziim:
a,.,—a,= ! + ! - l
T T ne 1 2n42
1 1 2
= —+ —_—_—
2n+1  2n+2 2n
1 1 1 1
= -— )+ —-—)<0 (VvneN
<2n+1 2n> <2n+2 2n> (Vn &N)
oldugundan, (a,) dizisi azalandur. O
Ornek 1.14 (a,) = (L + L + -+ i) olsun. (a,) dizisinin monotonlugunu inceleyiniz
) " \n+1 n+2 2n e & yiiz.
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Coziim:
0 —q = 1 + 1
LT T o+l 242 n+1
1 + 2
2n+1 2n+2 2n+2
1 1
= - >0 (VneN
2+l 2n+2 (Vn €N)
oldugundan, (a,) dizisi artandir. O

Ornek 1.15 (q)) = \/5 ve n > 2icin a, = /2 + a,_; indirgeme bagintisi ile verilen (a,) dizisinin
monotonlugunu inceleyiniz.

Coziim: ¢, = a;,| — a; denirse:
1) k= 1i¢in
co=a—a = \/2+\/§—\/§>0.
ii) k = n — 1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim. ¢,_; = a, — a,_; > 0 dogru olsun.

iii) k = nicin dogru oldugunu gosterelim.

V2+a,—a 2+a,-ad
¢, =0, —a,=12+a,—a,= ——7—" (\/2+an+an) =
2+a,+a, V2+a,+a,
_2+an—(2+an_l)_ e B
24+a,+a, V2+a,+a,
oldugundan, (a,) dizisi artandir. O
Ornek 1.16 a, = (1 + l) dizisi artandir, kanitlayiniz.
n
Coziim: 1. yol:
Ay, B (n + 2)n+l .n B (l’l + 2)n+l e n+ 1
a, (n+Drt -+ (n+ D2+l n

RS R T AT S SR B ST
(n+1)2 n (n+1)? n

olur. Bernoulli esitsizliginden,

1 n+1 1 n
<L_m+lﬂ> 21_(n+1)'(n+1)2=n+1

bulunur. O halde,
II. yol:

a
1 5 1 olur. (a,) dizisi artandr.
a

n

n+l

<1+ ! >">1+n+1. L4l
n+1 n n+1 n

n+1 n
elde edilir. Her iki yanin n. kuvveti alinirsa; (1 + %) > (1 + l) bulunur. O halde, (a,) /.
n n

8
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III. yol: Bernoulli esitsizliginden,

elde edilir. Buradan

olur. O halde, a,_; < a, ve(a,) /. O

. n+1
Ornek 1.17 q, = (1 + —) dizisi azalandir, kanitlayiniz.
n

Coziim: 1. yol:

<1+ L )">1+”+1- L |
n+1 n n+1 n

1 n+1 1 n
1 ) > (1 + —) bulunur. O halde, (a,) /.

elde edilir. Her iki yanin n. kuvveti alinirsa; (1 + n
n n

II. yol: Bernoulli esitsizliginden,

(1— 1 ) >1+n-
nz—1

olur. Bu halde

ko (2 "-( Y (1) (14 )
n nz—1 n—-1 n+1 n—1 n

n n
ve buradan (1 + l) < (1 + L 1 ) bulunur. O halde, (a,) /. O
n n—
Ornek 1.18 a,= 28_7_ dizisinin monotonlugunu inceleyiniz.
n

Coziim.

8(n+1) 8n —8n> —8n+8 8> +n—1)
Ay — 4, = - = = -
m+12+1 n2+1 @A2+2n+2)R2+1) 2 +2n+2)(n2+1)

~
>2 (VneN)

Her n > 1igin n* + n — 1 > 0 oldugundan a,,, — a, < 0 dir. Bu durumda, a, dizisi her n € N i¢in kesin
azalandir. O



ANALIZ I DERSLERI

1.3 Dizilerin Yakinsakhigi

Tanim 1.13 (x,,) bir reel say1 dizisi olsun. Her € > 0 pozitif sayisi i¢in (x,) dizisinin sonlu tane terimi
haric diger biitiin terimleri bir x reel sayisinin K(x, €) komsulugunda bulunuyorsa, (x,) dizisinin limiti x
tir (veya (x,,) dizisi x e yakinstyor) denir.

lim(x,) = x veya (x,) = x
n—oo

yazilir, boyle bir diziye yakinsak dizi denir. Yakinsak olmayan dizilere iraksak dizi denir.

Bu tanimin sonucu olarak, yakinsak bir dizi i¢in dizinin sonsuz teriminin (x — €, x + €) aralifinda kaldig:
sOylenir. Bu aralik diginda kalan terimlerin indislerinden en biiyiigii N, olarak gosterilirse yukaridaki tanima
denk olan gu tanim verilebilir;

Tanmm 1.14 (x,) bir reel say1 dizisi ve x € R olsun. Her £ € R* sayisina karsilik bir N, dogal sayisi,
her n > N, i¢in |x, — x| < € olacak sekilde bulunabilirse (x,) dizisi x e yakinsiyor denir. Bu tanim

matematiksel notasyonlar kullanilarak sdyle yazilabilir;

lim(x,) =x < (Ve>0) (IN,eN) : (Va=N,) |x,— x| <e.
n—>o0

°
o ¢ x+e
° °
____________________________ ° _______o__.__'____ x
° o O ®
L °
xX—€
o o
} n
NE
2n + 1000

Ornek 1.19 lim

= 2 dir, kanitlayiniz.
n—oo n— 2

oziim. Verilen her ¢ > 0 sayisina karsilik bir € ulmaliy1z 6yle ki her n > icin | —/——— <e
Verilen h 0 sayismna karsilik bir N, € N bulmaliyiz dyle ki h N, w0 -2
gerceklensin.
2n 41000 »| = 2n + 1000 — 2(n - 2) 1004 _ 1004’ (n> 3 icin)
n—2 n-— n—2
Buradan 2% < ¢ & % + 2 < nolmali. O halde, € > 0 verilsin, N, > max { meﬁ +2, 3} secilirse,
verilen her n 2 NE icin
2n + 1000 1004 1004
—_— 2| = < <e
n—2 n—-2" N-=-2
gerceklenir. lim 2n+ 1000 = 2 dir. O

n—oo n—2

10
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an
1 = ’ ° ¢ ¢ & * ° * ° ¢ ° ° O °
| | | T | | | | | | =
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 n
ai as as l ae ay an
0 1 2
(an) = (1 + %) dizisi i¢in
an
1 —] ° ° ° ° °
0 L A B e ’
1 23 45 6 7 8 910 n
— 1 = [ ] [ ] L] L] L ]
(an) = ((—1)") dizisi icin
an
B 1 n
. @ = (‘ 2 )
s
0 T T e 1 i
2. * 4 6 8 10
N I
2

(a,) = (-1)" diisi icin

3n2+2
nd +2n

Ornek 1.20 (x,) = ( ) dizisinin / = 3 limitine yakinsadigin1 gosteriniz.

Coziim. € > 0 olsun. Gosterilmek istenen; keyfi secilen bu € pozitif sayisi igin dyle bir N, dogal sayis1 vardir

11
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Oyle ki bu indisten daha biiyiik indisler i¢in dizinin terimleri |x, — /| < € saglar.

3n? 42 ’ 3n2 +2—3n° —6n 2 —6n 6n—-2 6n 6
— 3 = = = —_ =< E
n3 +2n n3 +2n n3 +2n nw+2n nd n?
2
N, = [\/El + 1 secilirse her n > N, i¢in I+ 3' < € saglanir. O
€ n3 + 2n

Ornek 1.21 (x,) = (%) dizisi ve | = 2i¢in g; = ﬁ ve £, = ﬁ icin swrastyla |x, — | < £, ve

|x, —I| < &, olacak sekilde en kiiciik N, ve N, dogal sayilarin1 bulunuz.

Coziim. €, = ﬁ olsun.

e —1]<e = —— e |2 o]« L
n 71000 7 |n+1 1000
2n—2n -2 1
< <
n+1 1000
__2 <L
n+1| 1000
2 1
== < —
n+1 1000

<2000 <n+1

Bu durumda en kiiciik dogal say1 N; = 1999.

Yukaridaki 6rnekte e, = ﬁ olsun.

1
-l < = — — i
=il <& =502 T 500

2n—2n—2'<i
n+1 500
-2 '<L
n+1 500
o2 1

n+1 500
< 1000<n+1

2n 2’< 1

Bu durumda en kiicgiik dogal say1 N, = 999. O

I Tanim 1.15 Limiti sifir olan dizilere sifir dizisi denir.
ornegin <l> bir sifir dizisidir.
n

I Teorem 1.3 Bir (x,) dizisi x e yakinsaktir ancak ve ancak (x, — x) dizisi bir sifir dizisidir.

Ispat: Kabul edelim ki (x,,) dizisi x e yakinsasin. Bu durumda
Ve >0 i¢in 3N, e N : Vn > N,i¢in |x, — x| <e.

Buradan, |x, — x| = |(x,, — x) — 0] < &, yani (x,, — x) — 0 elde edilir.
Tersine (x, — x) — 0 ise, benzer sekilde limit tanimindan

Ve >0icin 3N, eN : Vn> N, |(x,—x)=0| =|x,—x| <&

oldugundan (x,) dizisi x reel sayisina yakinsak bulunur. O

12
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I Teorem 1.4 (xn) reel say1 dizisi yakinsak ise limiti tekdir.

— s —> f— e —>
( ) : )
L M

e L0t ————>
Ispat: L # M olmak iizere (xn) — L ve (xn) — M varsayalim ve € = %|L — M| diyelim. (xn) — L ve
(x,) = M oldugundan n > N, iken |x, — L| < € ve n > N, iken |x, — M| < € olacak bi¢imde N, ve N,

dogal sayilar1 vardir. N = max{N,, N,} diyelim. n € N olmak iizere n > N olsun. Bu takdirde, asikar
olarak n > N, ve n > N, dir.

IL— M| = |(L—xn) + (xn—M)|

<|L=x,|+|x,— M|

=|x,— L|+|x,— M|

<eg+e¢

= Z|L - M|

3

Boylece varsayimdan L # M icin |L — M| < %|L — M| bulunur. |L — M| > 0 oldugundan bu miimkiin
degildir! ) O
Ispat 2: a # b olmak iizere lim x, = a ve lim x, = b olsun. &€ = i|b —a| > Osayisiigin k > N (¢) i¢in

n—oo n—oo

|xk - a| < ilb — a| gerceklenecek bicimde bir N ,(¢) € N vardir. Benzer bigimde, € = ilb — a| > 0 sayis1
icin k > N,(¢) i¢in |xk - a| < %lb — a| gergeklenecek bigcimde bir N,(¢) € N vardir. O halde,
la—b|l=|a—x,+x,—b| <|a—x,|+|x,—b| < %lb—a|+i|b—a| = %lb—al

Buradan |b — a| = 0 ve @ = b bulunur. Bu ise a # b varsayimi ile celisir. O

I Teorem 1.5 Yakinsak her dizi sinirlidir.

Ispat: (x,) reel say1 dizisi x e yakinsak olsun. Bu durumda, limit tanimindan her € > 0 igin dyle bir N,
dogal sayis1 vardir ki her n > N, i¢in |x, — x| < €, yani x — € < x,, < x + € olur. Dizinin N, tane terimi bu
araligin disinda kaldigindan, bu sonlu tane terimin en kiictigii ve en biiyiigii secilebilir.

m=min{x,...,Xy,x—€} ve M =max{x,,...xy,x+¢€}
I3 £
denirse, her n dogal sayis1i¢in m < x, < M olur, (x,) dizisi sinirhdir. O

Ispat 2: (xn), ¢ ye yakinsayan bir dizi ve € = 1 olsun. Dizinin yakinsaklig1 tanimindan n» > N iken
|x, — Z] < e gergeklenecek bi¢imde bir N, € N vardir. Buradan

|x, 7| <e=>-e<x,—C<em> -+l <x,<e+l=>C-1<x,<C+]1
olur. Diger taraftan

CL|l|=>C0+1L|7]+1

ve
—O< |l >l <l > —|f]—1<b—1
oldugundan
1< -1 <x, <EH1<|E| 413 —|f]—1<x, <|f]+1= |x,| <|£]+1.
dir. M = max {|x|.|x,|..... |xy_y||£] + 1} diyelim. Her x, i¢in n < N iken |x,| < M ve n > N iken
|x,| <121+ 1 < M olur. Bu nedenle (x,,) dizisi M ile simrhidir. O

13
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Uyan 4 -Dikkat: Kolayca goriiliir ki bu theoremin tersi dogru degildir, sinirli olmak yakinsaklik i¢in
yeterli degildir. 6rnegin (—1)" dizisi alttan —1 ve iistten 1 ile sinirli olmasina ragmen yakinsak degildir.

.. 2 1
Ornek 1.22 1im X2+~ _ dir, gosteriniz.
n—00 n3
Coziim.
n”+n+1 ”+n+l1 C
- O ==E— < =
n’ n3 n

esitsizligi gerceklenecek bigimde bir C pozitif sabitinin varligini gostermek istiyoruz. Yeterince biiylik n
n?+n+1
n3

icin R~ i dir.
(nz+n+1)n<C-n3 (x) o nm+nt+n<Cn® o n+n<(C-Dn’
Yani C > 1 olmalidir. C = 2 i¢in esitsizligin saglanip saglanmadigini kontrol edelim. C = 2 i¢in:
win<neont+l<n?
sl<n’—n
Sl<nn-1)
Budan > 1 icin dogrudur. Yukaridaki tartismadan, n > 1 ise, (*) esitsizliginden

2
(n2+n+1)<2n3(i)Ln+l<2
n n

bulunur. O halde, verilen her € > 0 sayisina karsilik n > % secilirse

2
mantl 0’ <2,
n’ n
olur. Bdylece N = max { 1, 2} icin lim "2+—'3'+1 =0dr. O
3 n—00 n

o n
Ornek 1.23 lim — 2+ 3

———— =1 dir, gosteriniz.
n—o0 21 4+ pn + 10

Coziim.

_2'+3 -
2"+ n+10

2"+3— 2"—n-10
2" +n+ 10 ‘

-n—17 '= n+7 <é

2" +n+ 10 2"+ n+10 27

gerceklenecek bigimde 6, sayisini belirlemek istiyoruz. n > 1 i¢in

n>1s7,>7
STn+n>Tn+17
06, >n+7

olmalidir. Bu durum (verilen her € > 0 i¢in), % < € olacak sekilde N dogal sayisin1 bulmaliyiz. Bunu elde
etmek icin asagidaki a¢ilimi g6zoniine alalim:

no_ n o__ n . n . h . h
e () e (2 (1) e (1)

=1+n+n(n—1)

nn—1)
2

+ ...

>

14
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ve buradan da

0, oy 16 A
> wa-D - hn-p 7D
2
olur. O halde verilen verilen her € > 0 sayisina karsilik 161 < € gerceklenecek bicimde N = max { 1, 16—6 +1 }
n —
n
secilirse lim 23 =1 olur. (|

n—oo 2% + pn + 10

3 n —
Ornek 1.24 a, = (-1)" ;n i dizisinin limitinin varliini inceleyiniz.

Coziim. 2" — 12 0ve 2" + 1 > 0 oldugundan

n2 2" — 1 2" —1
B e e
2% 4+ 1 2" 4+ 1 2" + 1
dir. Ote yandan
2"—-1_2"+1-2 _ . 2 <1
2"+ 1 2"+ 1 2" 4+ 1
oldugundan |x,| <1 & -1 <x, <1olur
i) n ¢ift ise yani n = 2k i¢in:
2% 1
22k -1 o T o 1- %
G2k = 5ok = T 1
2%+ 1 27+27 1+ﬁ
ve buradan
1 — =
hm ay, = khm zik =1.
ii) n tek ise yani n = 2k — 1 igin:
22k 1 1 22k 1 1 1 - L
_ B = 2k—1
ayr = D e = ey T oA
1+%
ve buradan
1
hm Ay = — kh_)rgo 22:_1 =-1
I+ 5= 92k-1

bulunur. O halde, hm( 1" Ii yoktur.

O

Tanmm 1.16 — (Alt Dizi) (an) dizisi verilmis olsun. k(n) = k, dogal sayilarin artan bir dizisi olmak iizere
(akn) dizisine, (a,) dizisinin bir alt dizisi denir.

Ornek 1.25 (a,) = ( .
n

2
) olsun. (k,) = (n%) dogal sayilarin artan bir dizisidir. (ap) = (%)
n

dizisi (a,,) dizisinin alt dizisidir.

15
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I Teorem 1.6 Yakinsak dizinin her alt dizisi de yakinsaktir ve ayn1 limite yakinsar.

Ispat: (x,) dizisi bir x limitine yakinsasm. Limit tamimindan, x in her e komsulugunda dizinin sonlu terimi

harig, sonsuz terimi bulunacaktir. Dolayist ile (x,,) dizisinin herhangi bir (x,, ) alt dizisinin de bu komgulukta

sonsuz terimi olacagindan lim (x, ) = x tir. O
n—>00 n

(=1)'n
n+1

Uyan 5S—Dikkat: Bu theoremin tersi dogru degildir! ornegin (a,) = ( > dizisinin alt dizisi

(ay,) = (22—_’:1> yakinsak iken dizinin kendisi raksaktir.
n

Uyar1 6 1. Eger bir dizi raksak bir alt diziye sahipse dizinin kendisi de iraksaktir.

n* ; nciftise
(a,) = 1

= ;n tek ise
n

ornegin,

dizisinin alt dizisi (a,,) = (2n)? dizisi raksak oldugundan (a,) dizisi wraksaktir.

2. Dizinin farkli limitlere sahip iki alt dizisi varsa dizinin kendisi 1raksaktir.
_ 1\

o ( )'n
ornegin,
n+1

dizisinin bir alt dizisi ( 2n ) 1 e yakinsarken, baka bir alt dizisi (— 2n—1 )
2n+ 1 2n

) ln ) wraksaktir.

n+

ise —le yakinsar, bu durumda esas dizi (

I Teorem 1.7 (x,) — O ve (y,) smurh bir dizi ise (x,, - y,) dizisinin limiti O dir.

Ispat: (y,) siirh verildiinden |y,| < M olsun. (x,) — 0 oldugundan verilen her ¢ > 0 igin dyle bir
N &€ N vardir ve her n > N icin |x,| < % dir. Bu durumda

&
Xy -y =0l = Ixllyl < 7 - M =€

olur ve bu da gosterir ki (x,, - y,,) bir sifir dizisidir. O

I Teorem 1.8 (x,) = x ve (y,) = yise (x, - y,) dizisi de yakinsaktir ve (x, - y,) — x - ydir.

Ispat: ( y,) dizisi yakinsak oldugundan simirlidir. Ayrica, (x,, — x) dizisi bir sifir dizisi oldugundan, (x, — x) -
»,) =(x, -y, —x-y,) dizisi de bir sifir dizisidir.

lim(x,-y,) =lim(x,-y,—x-y,+x-y,)
n—>o0 n—>oo
= lim(x,-y,—x-y,)+ lim(x-y,) =0+ lim(x - y,)
n—oo n—o0o n—oo

elde edilir. x sabit bir reel say1 oldugundan lim,_, . (x-y,) = x -lim,_, ,(y,) = x - y dir, buradan lim,,_, (x,, -

¥,) = x - y bulunur. O

16
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Uyar17 Yakinsak bir dizi ile iraksak bir dizinin ¢carpim yakinsak veya iraksak olabilir. (x,) = <l> sifir
n
dizisini sirastyla (y,) = (n?) ve (z,) = (n) waksak dizileri ile ¢arpalim.

(x,) - (v,) = (x, - y,) = (n) dizisi raksak,
(x,) - (z,) = (x, - z,) = (1) sabit dizisi ise yakinsaktir.

X
Teorem 1.9 lim(y,) =y, (y, # 0,y # 0) ve lim(x,) = x ise lim <—"> =2 dir.
n—oo n—oo n—oo yn y
Ispat: ¥, # 0 oldugundan 1 # 0 dir. y > 0 kabulii ile baglayalim, lim (y,) = y oldugundan Ve > 0 3N, €
n—0oo
N:Vn>N, = |y, - <n €. Yani, n > N,icin y — € < y, < y + € olur. Bu esitligin sol taraf1 gosterir ki

hern > N, icin y — € < y, dir. € > 0 sayis1 yeterince kiigiik secilirse y — & > 0 olur.

m =min{|y[,..|yy |. |y —€l}

denirse, her n dogal sayis1 i¢in |y,| > m ve buradan

03IN_.eN : Vn> N, icin

< 1/molur. Yani (1/y,) siirh bir dizidir. Ve >

n

Yn—DY
Yn ¥

< 1
[y, |-y~ y-m

Yo Y

£

1 1'_

oldugundan lim <i> = 1 olur.
n—oo \ 'y, y

X
<—”> = (x,) <i> oldugundan limit iki yakinsak dizinin ¢carpiminin limiti olur ve buradan
Y

lim <X—> = lim (x,) <l> =X
n—o0 yn n—->o0o yn y

bulunur. y < 0 olmas1 durumunda, dizinin terimleri —1 ile carpilarak y > 0 icin yukaridaki ispat kullanilir.
O

n

I Teorem 1.10 (x,) pozitif terimli yakinsak bir dizi olsun. Bu durumda (x,,) dizisinin limiti > O dir.
Ispat: Kabul edelim ki x < 0. Bu durumda limit tanimindan, her pozitif € reel sayis1 i¢in dizinin sonsuz

terimi x — € < x,, < x + € araliginda kalacaktir. € = —x alinirsa, x,, < x + € = x — x = 0 olur bu da dizinin
pozitif terimli olmasi ile gelisir. O

I Teorem 1.11 (x,) — x ve (y,) — y dyle ki her n € Ni¢in x,, < y, olsun. Bu durumda x < y dir.

Ispat: (z,) = (y, — x,,) pozitif terimli yakinsak bir dizidir ve y — x degerine yakinsar. Teorem 1.10°den
y—x >0, yani x < ydir. O

Teorem 1.12 (Sikistirma Teoremi)(a,), (b,), (c,) reel say1 dizileri ve N, € N olsun. Eger (a,) —
a, (b,) = ave hern > N, dogal say1s1 i¢in

a,<c,<b,

esitsizligi saglamyorsa (c,) dizisi de ayn1 a degerine yakinsar.

17
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Ispat: € > 0 olsun. (a,) ve (b,) dizileri a degerine yakinsadigindan
AN, eN ! Vo> N,i¢in |g,—a|<e>a—-e<a,<a+c¢

AN, €N : Vn> N,i¢in |b, —a| <e=>a—-e<b,<a+e

olur. N = max{N,y, N, Ny} olsun. n > N icina—¢ < a, <c, < b, < a+ ¢ esitsizligi saglanir. Buna gore
n > N igin |¢, — a| < € olur, yani (c,) — aelde edilir. |[c, — a| < € oldugu elde edilir. O

Ornek 1.26

(a,)

n_on "
n+1 n242 n2+n

dizisinin limitini bulunuz.
Coziim: Sikigtirma Teoremini kullanalim:

n n n n I’l2

= + + =n-: =
n4+n n’4+n n24+n n+n n’+n

n

ve

n n nz

+ +...+ =n-
n+1 n2+1 n?+1 n+1 n2+1

olsun. Her n € Nicin b, < a,, < ¢, dir.

Cn

2

lim b, = lim =1
n—o0 n—oo n2 +n
ve
. . n?
lim ¢, = lim =1
n— o0 n—oo n2 + 1
oldugundan lim b, = lim ¢, =1 ve
n—>o0o n—0o0
. . n n n
lim g, = lim + - =1
n—eo ! nmeopZ+ 1l n242  n2+42 n*+n
elde edilir. (]

Ornek 1.27

o= (e )
\/n2+1 \/n2+2 \/m

dizisinin limitini bulunuz.

Coziim: (bn) = (ﬁ) ve (cn = ﬁ) dizilerini gozoniine alalim: nh_)rgo b, = 1 dir. Benzer bi¢cimde nh_)rgo

¢, = 1 oldugu kolayca gosterilir.

a, < ! + 1 4o ! - "  _ c,
Vn2+1 Vn2+1 Vn2+1 Vnt+1
ve her n € N igin a, < b, dir. Ote yandan
1 1 1 n
a, > + e — — bn
Vn2+n Vnl+n V2+n Vni+n
dir. O halde, her n € Ni¢in b, < a, dir. Sonug olarak, lim a, = 1 elde edilir. |
n—oo
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