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Olasilik

Olasiligi farkh bicimlerde aciklayabiliriz.

@ llgilenilen olayin veya olaylarin meydana gelme olabilirliginin
Olciilmesidir.

@ Tamamen sansa bagli durumlarda ortaya cikan belirsizligin sayisal
olarak olciilmesidir.

o Rastgeleligin olcustidur.

Olasilik istatistigin 6nemli bir kismidir. Rastgeleligin veya belirsizligin
oldugu durumlarda karar vermede olasilik teorisi onemli bir rol oynar. Kitle
(popilasyon) hakkinda bu kararlari verirken drneklemlerden elde edilen
bilgiler kullantlir.

Ik olarak kiimeler ile ilgili bazi temel kavramlari hatirlayalim.
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Kumeler

@ Belirlenmis bir evrendeki iyi tanimlanmis nesneler topluluguna kiime
denir.
Orneéin, A kiimesinin elemanlari 2,4,6 ise bu kiimeyi A= {2,4,6}
biciminde gosteririz ve bu kiimeye dahil olan elemanlarn 2 € A
bigiminde, dahil olmayanlar 8 ¢ A bigciminde gosteririz.
Ayrica, bu A kiimesini A = {2x : x = 1,2, 3} bigiminde de
gosterebiliriz.
Bu gosterimde, 1. kisim yani 2x kiimedeki elemanlarin sagladigi kurali
ifade eder, 2. kisim ise ilk kisimdaki degisken (degiskenlerin)
alabilecek oldugu degerleri gosterir.
Ornegin, 1 den 12 ye kadar olan tek sayilarin kiimesini

B={2x+1:x=0,1,2,3,4,5} veya {1,3,5,7,9,11}

biciminde yazabiliriz.

@ Bir kiimenin sonlu sayida elamani varsa bu kiimeye sonlu kiime,
sonsuz sayida elemani varsa sonsuz kiime denir.

@ Elemani olmayan kiimeye bos kiime denir ve & biciminde gosterilir.

n_eleman kapsavan kimeve evrensel kiime ‘denir.
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@ A ve B herhangi iki kime olmak tizere A'nin her elamani B kiimesinin
de elemani ise A, B'nin bir alt kiimesidir ve A C B biciminde
gosterilir.

Ornegin, A= {1,3,5}, B={1,3,5,7,9,11} ise A C B dir.

A ve B herhangi iki kiime olmak lizere,
o Kiimelerin birlesimi: AUB = {x: x € Aveya x € B}
o Kiimelerin kesisimi: ANB = {x:x € Ave x € B}
o Kiimenin tiimleyeni: A¢ = {x : x ¢ A}
biciminde tanimlanir.
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Deneyin sonuclarinin kiimesi belli olan ancak hangi sonucun ortaya
cikacagi onceden bilinemeyen bir deneye rastgele deney denir.

Ornegin, bir zar atma deneyindeki sonuclarimiz {1,2,3,4,5,6} dir. Bu
deney gerceklestirildiginde yani zar atildiginda hangi sonucun elde
edilecegini bilmiyoruz. Bu bir rastgele deneydir.

@ Bir rastgele deneyin tim miimkiin sonuglarinin kiimesine ornek uzay
denir ve genellikle S ile gosterilir.

o Ornek uzayin bir alt kiimesine olay denir.

Deney Ornek Uzay Bir Olay
(3rnek- Bir zar atisi $=1{1,2,3,4,5,6} Cift gelme A= {2,4,6}
" Bir para atist S = {Yaz: (Y), Tura (T)} Yazi gelmesi A= {Y}

iki para atisi S ={YY,YT,TY,TT} ki atisinda ayni olmasi A= {YY, TT}

Iki para atilmasi deneyinde toplam 4 farkli sonug¢ vardir ve toplam alt
kiimelerinin sayisi 2* oldugundan bu deney icin 2% tane olay vardir.
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Bir olayin gerceklesme olasiligina iliskin farkli tanimlar yapilmistir.

1. Klasik Olasilik: n sonucu olan bir deneyde bu sonuglarin ortaya
cikmasi esit olasilikli olsun. Eger bir A olayi m kez ortaya cikiyor ise A
olayinin ortaya ¢ikma olasiligi

olarak ifade edilir.

Ornegin, bir zar atisi deneyinde sonucun ¢ift sayi gelmesi olasiligini
bulalim. S ={1,2,3,4,5,6} ve istenilen olay A = {2,4,6}
oldugundan P(A) =3/6 = 1/2 dir.

2. Deneysel Olasilik (Goreceli frekans): Ornek uzayinda A olayi olan
bir deney ayni kosullarda n defa tekrar edilsin. Deneyin her tekrarinda
bu A olayi ya gergeklesir ya da gerceklesmez. Bu n tekrar icinde
toplam m defa A olayi gerceklesmis olsun. Bu durumda, A olay! icin

deneysel olasilik
.. m
A = im
olarak ifade edilir.
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Ornek: Hilesiz bir para atisi deneyinde tura gelme sayilari ve goreli
frekanslar asagidaki gibi verilmistir.

Deneme sayist  Tura sayisi Goreceli frekans
1 0 0
5 2 2/5=0.4
10 6 6/10=0.6
20 11 11/20=0.55
50 27 27/50=0.54
100 53 53/100=0.53
1000 495 495/1000=0.495
10000 5010 5010/10000=0.501

Bu deney icin klasik olasilik 1/2 dir. Ornekte oldugu gibi deneysel olasilik
degeri yapilan tekrar sayisi arttikca klasik olasilik degerine yaklasacaktir.
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Olasilik Aksiyomlari

Olasiligin gerek oran gerekse limit olarak
tanimlanmasindaki zorluklar nedeniyle matematikciler
olasiligi bir fonksiyon olarak ifade etmislerdir.

Rus matematikgi Andrey Kolmogorov (1933)

dort aksiyomla olasilik fonksiyonunu tanimlamistir.

Aksiyomlar

© Herhangi bir olayin olasiligi [0, 1] araligindaki bir reel sayidir. AC S
olmak tlizere 0 < P(A) < 1 dir.

@ P(S) =1dir. (S: drnek uzay)

© A ve B, S 6rnek uzayindaki herhangi iki ayrik olay (yani AN B = @)
oldugunda

P(AU B) = P(A) + P(B) dir.

Q@ A1, Ay, ... olaylar S ornek uzayinda taniml ayrik olaylar olmak tizere

p (i‘glA,-) — " P(A) dir
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Olasilik Fonksiyonunun Ozellikleri

S ornek uzay, A ve B bu ornek uzayda iki olay olsun.

o
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Eger P(A) = 0 ise A olanaksiz olaydir. Eger P(A) =1 ise A kesin

olaydir.
Eger A C B ise P(A) < P(B) dir.
Eger A ile B ayrik olmayan iki olay ise

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) dir.

Not: AN B = & oldugunda A ile B ayrik olaylardir.
Eger A ile B ayrik iki olay ise

P(AU B) = P(A) + P(B) dir.

Not: Ciinki, P(ANB) = P(@) =0 dir.
P(A) + P(A€) = 1 dir. Ciinkii, AN A° = & dir. Dolayisiyla
P(A%) =1— P(A).
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Ornek 1: Bir paranin 3 kez atildigi bir deney icin ornek uzayi qusturunuz.J

Coziim: Her bir atis icin 2 sonuc oldugundan 6rnek uzayda toplam 23 =8
farkli durum vardir. Bunlar,

YYY, YYT,YTY,TYY,YTT,TYT, TTY,TTT
—— ——

3 yazi 2 yazi 1 yazi 0 yazi

dir. Ornek uzayimiz
S={YYY,YYT,YTY,TYY,YTT,TYT, TTY, TTT} dir.

Bu 3 atista sadece 1 tane yazi gelme olasiligi: P(1) = 3/8 dir. Benzer
olarak P(2) =3/8, P(3) =1/8 ve P(0) = 1/8 dir. Boylece, yazi ile ilgili
tum durumlarin olasiliklarinin toplami

P(O)+ P(1)+ P(2)+P(3)=1
dir.
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Ornek 2: Hilesiz iki zar birlikte atiliyor. Zarlar lizerindeki sayilarin
toplaminin a) 5 olma olasiligini, b) 9 olma olasiligini, c) 5 veya 9 olma
olasiligini bulunuz.

Coziim: Bu deney icin ornek uzayimiz

[(1,1) (2,1) (3,1) (4,1) (5,1) (6,1)
(1,2) (22) (3,2) (42) (52) (6.2)
(1,3) (2,3) (3,3) (4,3) (5,3) (6,3)
S=1(1,4) (2,4) (3,4) (4.4) (54) (64)
(1,5) (2,5) (3,5) (4,5) (5,5) (6,5)
(1,6) (2,6) (3,6) (4,6) (5,6) (6,6)

b|<;|m|nde 36 farkli sonuctan olusur. A = {Ikl sayinin toplaminin 5 olmasi},
= {iki sayinin toplaminin 9 olmasi} olsun. Ornek uzaya gére

A {(1,4),(4,1),(3,2),(2,3)} olmak lizere 4 elemandan olusur.

Boylece a) P(A) =4/36 =1/9 dir. Benzer olarak b) P(B) =4/36 =1/9

dir.
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Agiktir ki, AN B = & yani zarlar lizerindeki sayilarin toplaminin hem 5
hem de 9 olmasi mumkiin degildir. Boylece, A ile B ayrik olaylardir.

c) Gelen sayilarin toplaminin 5 veya 9 olmasi olasiligi P(A U B) demektir.

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB) = P(A)+ P(B) = 1/9+1/9 = 2/9
P(2)=0

dir.
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Sayma Teknikleri
Bir A olayinin gerceklesmesi olasiligi P(A)'nin hesaplanmasinda A olayinin

ortaya ¢cikma sayisinin ve ornek uzayin belirlenmesinde bazi teknikler
kullantlir.

1. Carpma Kurah: Bir olay n farkl yol ile ortaya ¢iksin. Bunu izleyen
ikinci olay, bu n yolun her biri icin m farkli bicimde ortaya ¢ikiyor ise
bu iki olay birlikte nxm farkli bicimde ortaya cikar.

Ornegin, bir dgrenci okuldan eve giderken yolunun 1. bdliimii icin 5 farkls
otobiis hatti, 2. boliimi icin 3 farkl otobiis hatti, 3. bolimd icin ise 2
farkli otobtus hatti secenegi olsun.

Bu durumda bu ogrenci her giin okuldan eve giderken 5x3x2=30 farkh yol
tercihinden bir tanesini kullanir.

2. Toplama Kurali: Bir olay farkli yontemler ile gerceklesebilir olsun.
Birinci yontem ile bu olay n farkh bicimde, ikinci yontem ile m farkli
bicimde gerceklesebiliyor ise bu olay toplam n + m farkl bicimde
gerceklesebilir.
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érneéin, bir 6grenci evden okula giderken ulasim secenekleri: 2 farkli
otobls hatti, deniz yolu, 2 farkh arkadasinin araci bicimindedir.

Bu ogrencinin evden okula gitmek icin toplam 24+14-2=5 farkli secenegi
vardir.

Faktoriyel: 1'den n'ye kadar tiim sayilarin carpimina n faktoriyel denir.
n! biciminde gosterilir ve

nl'=n(n—1)(n-2)..2.1

dir. Ayrica, 0! =1 ve 1! =1 dir.
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