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Toplam Olasilik Formuli
Birlesimleri ornek uzayi veren A, Ao, ..., A, biciminde n tane ayrik olayimiz

olsun. Bu durumda bu olaylar
@ i # jolmak iizere A;NA; =

o S=UL A
kosullarini saglar. B bu &érnek uzaydaki herhangi bir olay olsun(B C S).

Bu durumda,

I Cs

) 1(B N A,')

B=(BNA)U(BNA)U(BNA3)U..U(BNA, =

biciminde yazabiliriz. Burada (BN A;),i =1, ..., n ayrik olaylardir.
Boylece,

P(B) = P(BN A1)+ P(BNAy) +...+ P(BNA,) = Z P(BNA)
i=1

olur.
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Ornek 1: Bir fabrikada kullanilan 3 farkli makine ile esit miktarda iiriin
uretilmektedir. 1. makine ile tiretilen trtnlerin 0.02'si bozuk, 2. makine ile
uretilenlerin 0.05'si bozuk ve 3. makine ile uretilenlerin 0.07'si bozuktur.
Uretilen driinlerden rastgele secilen bir lriiniin bozuk olma olasiligi nedir?

Coziim: Ilk olarak gerekli olan bazi kiimeleri tamimlayalim. B = {Segilen
iiriiniin bozuk olmasi}, A; = {Uriiniin 1. makinede iiretilmesi},

A, = {Uriiniin 2. makinede iiretilmesi} ve Az = {Uriiniin 3. makinede
iretilmesi} olarak tanimlayalim. Bu tanimlara gore A1 N Ay = @,

A1 N A3 =3 ve Ay N A3 = & olur, yani bu kiimeler ayriktir. Rastgele
secilen bir lriin bu ¢ makinenin biri tarafindan dretilmistir. Dolayisiyla,

B=(BNA)U(BNA)U(BNA;)
biciminde yazabiliriz. A;,i = 1,2, 3 kiimeleri ayrik oldugundan

BNA;,i=1,2,3 kiimeleri de ayrik olur.
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Boylece, istenilen rastgele secilen iriiniin bozuk olma olasihigl
P(B)=P(BN A1)+ P(BNAy)+ P(BnN As;)

biciminde heasplariz.

Ayrica, bu tic makine esit miktada iirlin Urettiginden iretilen herhangi bir
drtinin Aj veya Ay veya As'de uretilmesi P(A1) = P(A2) = P(A3) =1/3

olur.

Her makine i¢in bozuk trin oranlarini bildigimizden kosullu olasiliklar
bulabiliriz. 1. makinede uretildigi bilinen driniin bozuk olma olasilg
P(B/A1) :

2
P(B/Al) 002—@0'[.“’

Benzer bicimde, P(B/Az) = 155 ve P(B/A3) = 15 olur. Bdylece,
P(BN A1) = P(A1)P(B/A1) = %T bulunur ve

12 15 17 14
P(B) = 3700 T 3100 T 3700 ~ 300 = %%
yani binde 47 olarak bulunur.
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Bayes Formiili

Ai, i =1,...,n ayrik olaylar olmak lizere S = U A; olsun. S ornek

uzayindaki herhangl bir B olayi i¢in P(B) # O olmak izere P(A;i/B),
i=1,...,n kosullu olasilgi

P(AinB) _ P(A)P(B/A)) 1 n

P(Ai/B) = P(B) ST, P(A)P(BNAY ' —

biciminde hesaplanir.

Bayes formiiliinde yukarida verdigimiz toplam olasilik formdli kullanilir.
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Ornek 2: 2012'deki baskanlik seciminde Ohio eyaletinin sandik cikis
anketleri asagidaki sonuclari vermistir.

Obama Romney
Universite mezunu olmayan (%60) %52 %47
Universite mezunu (%40) %47 %50

Rastgele secilmis bir katihmci Obama'ya oy vermisse liniversite mezunu
olma olasiligi nedir?

Co6ziim: Gerekli kiimeler O = {Obama'ya oy verenler}, U :_{Universite
mezunu olanlar} ve U¢ = {Universite mezunu olmayanlar}. Istenilen
olasilik .
P(UNO) _ s

P(0)

Obama'ya oy verenleri tiniversite mezunu ve mezun olmayan olmak tizere
iki gruba ayirabiliriz (ayrik kiimelerdir).

P(U/0) =
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Dolayisiyla, toplam olasilik formiilii ile

P(O) = P(UNO)+P(UNO)
—  P(0/0)P(U) + P(O/UC)P(UC)
47 40 52 60 50 1

100100 ' 100100 _ 100 2
P(O): Ankete katilanlardan rastgele secilen birinin Obama'ya oy verme
olasihgidir.

Boylece,

P(UNO)  P(O/U)P(U)
P(O) —  P(0)

47 40

100 100

T 50
100

— 0.376

P(U/0) =

olarak yani %37.6 bulunur.
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Ornek 3: Bir hastaligin teshisinde kullanilan test ile iligili su bilgilere
sahibiz: Testin dogru bir bicimde hasta olan bir kisiyi pozitif (yani hasta)
olarak tanimlama olasihgl %99'dur. Testin dogru bir bicimde hasta
olmayan bir kisiyi negatif (yani hasta degil) olarak tanimlama olasilig
%95'tir. Genel popiilasyonda bu hastaligin goriilme orani 0.0001'dir. Bu
durumda testinin sonucu pozitif olan bir kisinin gercekten hasta olma
olasiligi nedir?

Coziim: Istenilen olasilik

P(Hasta ol Ty itif
P(Hasta olma / Test pozitif) = (Has aP(Z'Ir'T:t r;o :sf; pozitif) =7
ziti

Kiimelerimiz H = {Hasta olma}, H¢ = {Hasta olmayanlar}, T = {Testi
pozitif} ve TC¢ = {Testi negatif} olsun. Bu durumda,
P(HNT) P(T/H)P(H)

PHIT) = =BT = B(T/H)P(H) + P(T/HE)P(HT)

biciminde hesaplariz.
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Test ile ilgili bilgilere gore:
o P(T/H)=0.99, P(T/H®) =1-0.95 = 0.05 ¢iinkii
P(T¢/HC) = 0.95.
e P(H) =0.0001 ve P(H¢) =1 —0.0001 dr.

Boylece,
_ P(T/H)P(H)
P(H/T) = P(T/H)P(H) + P(T/HC)P(HS)
_ 0.99 0.0001
- (0.99 0.0001) + (0.05 (1 — 0.0001))
= 0.00197 ~ 0.002
bulunur.

Bu sonuca gore test pozitif sonug verdiginde kisinin hasta olma olasilig
binde 2'dir. (Not: Popiilasyonda hastaligin goriilme orani on binde 1'dir.)
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Ornek 4: Bir fabrikadaki A, B ve C makinelerinin iiretimdeki paylari
sirastyla %50, %40 ve %10'dur. Bu makinelerin kusurlu tiretim oranlari ise
sirasiyle %5, %7 ve %1'dir. Bu makinelerden iiretilmis bir iiriin rastgele
seciliyor.

a) Segilen uriiniin kusurlu olma olasiligini bulunuz.

b) Kusurlu iiriiniin A veya C makinelerinde iretilmis olmasi olasiligin
bulunuz.

Coziim: Kiimelerimiz K = {Segilen iriiniin kusurlu olmasi}, A = {A
makinesinde Uretilen iriinler}, B = {B makinesinde iiretilen iriinler} ve
C = {C makinesinde iiretilen iriinler} olsun.

a) Toplam olasilik formiilii ile

P(K) = P(KNA)+P(KNB)+ P(KnNC)

= P(K/A)P(A)+ P(K/B)P(B)+ P(K/C)P(C)
5 50 7 40 1 10
100100 T 100100 T 100 100
= 0.054
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b) Kusurlu iriinin A makinesinde tretilme olasilig;:

_ P(ANK) _ P(K/A)P(A)
PAIO = Tha TP
5 50

100 100
= ——= = 0.463.
0.054

Kusurlu trintin C makinesinde lretilme olasilig::

P(K/C)P(C) _ 10/10000

= = 0.0185.
P(K) 0.054

P(C/K) =

Kusurlu triiniin A veya C makinesinde Uretilme olasilig::
P(A/K)+ P(C/K) = 0.4815 bulunur.

Gelecek hafta: Rastgele degiskenler
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