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Beklenen Degerin Ozellikleri

X rastgele degiskeninin beklenen degeri E(X) rastgele degiskenin ortalama

degerdir. Beklenen deger icin genellikler kitle (popiilasyon) ortalamasi
kullaniriz, yani p = E(X).
Ozellikler:

@ Sabitin beklenen degeri kendisine esittir. a € R icin E(a) = a dir.
@ a € R olmak tlizere E(aX) = aE(X) dir.

@ a,b € R olmak lizere E(aX £ b) = aE(X) £ b dir.

e g(X), X rastgele degiskeninin bir fonksiyonu olmak tizere

> 8(x) p(x) , X kesikli r.d.
E(g(X)) = {f "G00 f)dx | X sirekl 1.

biciminde hesaplanir.
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Ornek 1: Bir torbada 1'den 4’e kadar numarali 4 top bulunmaktadir. Bu
torbadan 2 top yerine koymama kosulu ile ¢ekiliyor. X rastgele degiskeni
"cekilen toplardaki numaralarin toplami” olarak tanimlansin. X rastgele

degiskeninin olasilik fonksiyonunu ve beklenen degerini bulunuz.

Coziim: Cekilen 2 topun tzerindeki sayilarin
toplami {1, 2,3, 4} kullanarak {3,4,5,6, 7} olabilir. Boylece, 6rnek uzayimiz

5={(1,2),(2,1),(1,3),(3,1),(2,3),(3,2),(4,1),(1,4),(2,4).(4,2), (3,4),
(4,3)} bigiminde 12 elemandan olusur. X rastgele degiskeninin deger
kiimesi {3,4,5,6,7} olmak lizere olasilik fonksiyonu

x | 3 4 5 6 7
) ‘ 2/12 2/12 4/12 2/12 2/12
biciminde bulunur. Beklenen deger

Zx p(x) = 3(2/12) + 4(2/12) + 5(4/12) + 6(2/12) + 7(2/12)
= 60/12 =5 bulunur.
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Varyans ve Standat Sapma

Bir rastgele degiskeni tanimlayan iki degerden biri ortalama (beklenen
deger) digeri varyanstir.

Bir X rastgele degiskeninin varyansi Var(X) veya o? ile gosterilir ve

Var(X) = E ((X — p)?)
= E(X*) - (E(X))?
olarak tanimlanir. Burada p = E(X) ortalamadir.

Varyansi genellikle o2 ile gdsteririz. Varyansin pozitif karekdkii o'ya
standart sapma denir.

Ozellikler:
@ Sabitin varyansi 0 dir. Yani, a € R igin Var(a) =0 dir.
e ac Ricin Var(aX) = aVar(X) dir.
@ a,b € R olmak iizere Var(aX + b) = a*Var(X) dir.
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Ornek 2: Bir paranin 3 kez atilmasi deneyinde X rastgele degiskeni gelen
turalarin sayisi olmak lizere olasilik fonksiyonu

x [0 1 2 3
)| 1/8 3/8 3/8 1/8

biciminde ve E(X) = 3/2 olarak bulmustuk. Var(X) bulalim.

Céziim: Var(X) = E(X2) — (E(X))? oldugundan oncelikle E(X2)
hesaplayalim.

E(X?) = Zx p(x) = 0%(1/8) + 1%(3/8) + 22(3/8) + 3%(1/8)

= 24/8 =3
bulunur. Boylece,
Var(X) = E(X2) = (E(X))?
= 3-(3/2)*=3/4

bulunur.
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Ornek 3: Ornek 1'de tanimlanan X rastgele degiskeninin varyansi ve
standart sapmasini bulunuz.

Coziim: Olasilik fonksiyonu

x | 3 4 5 6 7
p(x) | 2/12 2/12 4/12 2/12 2/12

biciminde ve E(X) = 5 bulmustuk. E(X?) hesaplayalim.

7
E(X?) = > xPp(x) =P L+42 54525 +6° 24772
= 320/12=180/3
bulunur. Boylece,

Var(X) = E(X2)*(E(X))2
= (80/3)—52=5/3

ve standart sapma o = 4/5/3 = 1.29 bulunur.
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Ornek 4: Bir yazi tura oyununda bir oyuncu bir parayi 2 kez attiginda 1
yazi gelirse 1TL, 2 yazi gelirse 2TL ve hi¢ yazi gelmezse 5 TL kazanacaktir.
Bu oyuncunun bu oyunun sonundaki kazancinin ortalamasini ve standart
sapmasini bulunuz.

Coziim: X rastgele degiskenini bu oyuncunun 2 para atisi sonucunda
kazandigi para miktari olarak tanimlayalim. Boylece, X r.d.nin alabilecek
oldugu degerler {1,2,5} dir. Bu degerler icin olasiliklari bulahim. 2 para
atisi igin ornek uzay S = {YY, YT, TY, TT} bigiminde olur. Boylece,
olasilik fonksiyonu

x |1TL (1Y) 2TL (2Y) 5TL (0Y)
p(x) | 2/4 1/4 1/4

biciminde bulunur. Boylece, ortalama kazang

p=EX)= > xp(x)=1(2/4) +2(1/4) + 5(1/4) = 9/4
x=1,2,5

bulunur.
Kizilaslan (Marmara Universitesi) Beklenen Deger, Varyans 2019-2020 Bahar 10. Hafta 7/16



Ayrica,
E(X?)= ) x* p(x) =17(2/4) + 2°(1/4) + 5°(1/4) = 31/4
x=1,2,5
bulunur. Boylece, Var(X) = (31/4) — (9/4)% = 43/16 ve

o = 4/43/16 = 1.64 bulunur.

Ornek 5: X r.d.nin olasilik fonksiyonu

() = k x x=12734
Px)= 0 , diger durumlar

olarak verilmis olsun. a) k sabitini bulunuz. b) E(X) =7, ¢) Var(X) =7,
d) P(1 < X <3) =2, e) P(X <3)=?

Coziim: a) Y7, p(x) = 1 olmasi gerektiginden

4 4

1= p(x)=> kx=k(1+2+3+4)=10k
x=1 x=1

bulunur. Boylece, k = 1/10 bulunur.
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Boylece,
x=1,2,3,4
, diger durumlar

o g%

p(x) = {
olur.

b)

E(X) =7 xp(x) = 1(1/10)42(2/10)+3(3/10)+4(4/10) = 30/10 = 3
bulunur.

c) Bulunuz. Cevap: Var(X) =1

d) Bulunuz. Cevap: P(1 < X <3)=5/10

e) Bulunuz. Cevap: P(X <3)=6/10
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Olasilik Dagilhimlari

o Rastgele olaylari belirleyen rastgele degiskenin olasilik dagiliminin
bilinmesi bu olaylar ile ilgilenen arastirmacilar icin onemlidir. Bu
nedenle olasilik teorisinde bazi 6zel olay veya durumlari ifade eden
olasilik dagilimlari olusturulmustur.

@ Bu olasilik dagilimlarini kesikli ve siirekli olmak lizere 2 gruba ayirinz.

o Ilk olarak bazi kesikli olasilik dagilimlarini inceleyecegiz. Bu dagilimlar:
Bernoulli, Binom, Geometrik ve Poisson dagilimlaridir.

Bernoulli Dagihmi: Bir rastgele deneyin iki sonucu (iyi-kéti,
basarili-basarisiz, olumlu-olumsuz, evet-hayir, calisiyor-bozuk gibi) olmasi
durumunda kullanilir. Bu tip deneyler Bernoulli deneyi olarak adlandirilir.

Ornegin, bir elektronik cihazin calsiyor olmasi veya bozuk olmasi durumu,
bir para atisini sonucu, bir dersten basarili olma veya olmama durumu gibi
olaylar.
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@ Bernoulli deneyinde ilgilenilien sonucu "basan” diger sonucu
"basarnisizlik” olarak tanimlayalim. Ayrica, matematiksel olarak
basarili olmayi 1 ile basarisizligi 0 ile gosterelim.

@ Bernoulli deneyinde basari sonucu icin 1 degerini, basarisizlik sonucu
icin 0 degerini alan X rastgele degiskenine Bernoulli rastgele
degiskeni denir.

@ Basarili olma olasiligi 0 < p < 1 olmak lizere p ile gosterilirse bu X
rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu

p x =1 (Basanh)
p(x) =49 1—p ,x=0 (Basarisiz)
0 , diger durumlar

biciminde olur.

@ Bu olasilik fonksiyonunu

p(x) = P(X =x) =p*(1 - p)l—x’ x=0,1

biciminde de yazabiliriz.
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X rastgele degiskeni p basari olasilikli Bernoulli dagilimina sahip ise olasilik
fonksiyonu
p(x) = P(X =x)=p“(1—p)'™, x=0,1

biciminde verilir. Bernoulli dagiliminin parametresi p'dir.
Ayrica,

1

E(XX) = Y xp(x)=0+1(p) =p,

x=0

1
E(X?) = > xp(x)=0+1%(p) = p ve Var(X) = p— p* = p(1 — p)
x=0

olarak bulunur.

Bernoulli deneyinde deney bir kez yapilir. Bernoulli deneyinin n kez ve
birbirinden bagimsiz olarak tekrarlanmasiyla Binom dagilimi elde edilir.
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Binom Dagilimi

o iki sonucu olan bir deney (Bernoulli deneyi) ayni kosullar altinda n kez
tekrarlaniyor.
@ Deneyler birbirinden bagimsizdir.
@ Bu deneyde ilgilenilen sonucu ifade eden basari olasiligi p her deneyde
aynidir.
Bu kosullarin saglandigi n bagimsiz Bernoulli deneyi sonucunda elde
edilecek toplam basarili olma sayisim X rastgele degiskeni ile gosterelim.
@ Bu durumda X rastgele degiskeninin alacak oldugu degerler
{0,1,2, ..., n}'dir.
@ Bu X'in olasilik dagilimina binom dagilimi denir.

@ X rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu

p(x) = P(X = x) = <)’:>px(1 —p)", x=0,1,2,..,n

biciminde olur.
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@ Binom dagilimin iki parametresi vardir: n deneyin tekrar sayisi ve p
basarili olma olasilig

@ Eger X r.d. n ve p parametreli Binom dagilimina sahip ise genellikle
X ~ Binom(n, p) biciminde gosteririz.

e X ~ Binom(n, p) r.d. icin E(X) = np ve Var(X) = np(1 — p) olarak
bulunur.

Ornek 6: Bir aticinin hedefi vurma olasilig) 2/3'tir. X r.d. birbirinden
bagimsiz olarak 8 atis yapildiginda toplam hedefi vurma sayisi olmak tizere
a) Hedefi tam 3 kez vurma,

b) Hedefi en az 1 kez vurma,

c) Hedefi en ¢ok 1 kez vurma olasiliklarini bulunuz.

Kizilaslan (Marmara Universitesi) Beklenen Deger, Varyans 2019-2020 Bahar 10. Hafta 14 /16



Coziim: Burada tanimlanan X r.d. basari olasiligi (ilgilenilen olay: hedefi
vurma) 2/3 ve tekrar sayisi 8 olan Binom dagilimina sahiptir. Yani,
X ~ Binom(8,2/3) olur. Dolayisiyla olasilik fonksiyonu,

=P(X=x)= (i) (i)x (1- §)8*X, x=0,1,2,....8

8\ [/2\° 2.5 448
P(X =3) = <3> (3) (1-3)°7% = ooy ~0.068

P(X>1)=1-P(X <1)=1- P(X = 0)

()3

1 8
=1- (3) = 0.9998476

Kizilaslan (Marmara Universitesi) Beklenen Deger, Varyans 2019-2020 Bahar 10. Hafta 15/16



Kizilaslan (Marmara Universitesi)

Beklenen Deger, Varyans

2019-2020 Bahar 10. Hafta

16/16



