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Boliim Problemler
Tanim Kiimesi, Deger Kiimesi ve Seviye Egrileri

14 problemlerinde, verilen fonksiyonun tanim ve deger kiimelerini
bulun ve seviye egrilerini tanimlayin. Tipik bir seviye egrisini ¢izin.

2. flx,y) ="

4. g(x,y) = Vxt -y

5-8 problemlerinde, verilen fonksiyonun tanim ve deger kiimelerini
bulun ve seviye yiizeylerini tanimlaym. Tipik bir seviye yiizeyini
gizin.

5. fl,y,z2)=x>+y? =z
I S
X+ oyt 42
-
2+ + 2241

1. f(x,y) = 9x* + y?
3. glx,y) = l/xy

6. g(x,y,z) = x> + 4y? + 972

7. h(x,y,z) =
8. k(x,y,2) =

Limit Hesaplamak
9—14 alistirmalarindaki limitleri hesaplayin.

. 2+y
9. lim e’ cosx 10. Iim —————
(x)= (7, 1n2) (x)—(0,0) x}t cosy

X — X -1

11. lim A 12. i w2

lim
=10 x% — 32 () —(1,1) xy — 1
13. i In|x + y + 4. i tan”! (x + y +
3 pofim njx +y + z| pim | tan x+y+2)
Farkli yaklagsma yollart diisiinerek, 15 ve 16 problemlerindeki limit-
lerin var olmadigin1 gdsterin.
X2+ y2

lim
(=00 XV
X #0

15. 16.

(x,yl>i—r>1(]o,o) ¥ — y
y#Ex?

17. Siirekli genisleme (x, y) # (0, 0) igin f(x, y) = (x° —yz)/ 2 +y%

olsun. £(0,0)’1, f’yi orijinde siirekli yapacak sekilde tanimlamak

miimkiin miidiiri? Neden?

18. Siirekli genisleme

sin (x — y)
x| + [y’

0, (x,») = (0,0)

olsun. f, orijinde siirekli midir? Neden?

[x] + [y # 0
fl,y) =

Kismi Tiirevler

19-24 problemlerinde, fonksiyonun her degiskene gore kismi tiirevini
bulun.

19. g(r,0) = rcos @ + rsin

20. f(x,y) = %ln (x* 4+ y?) + tan™! %

1 1 1
21. f(Ry, Ry, R3) = R + ® + 7

22, h(x,y,z) = sin 2mx + y — 3z)
nRT
V

1 | T
24, f(l',l,T,W)=Tﬂ e

ikinci Derece Kismi Tiirevler

25-28 problemlerindeki fonksiyonlarmn ikinci mertebeden kismi
tiirevlerini bulun.

23. P(n,R, T, V) = (Ideal Gaz Yasas1)

X

25. glx,y) =y + ¥ 26. g(x,y) = e* + ysinx

27. f,y) =x+xy =53 +In(x>+ 1)
28. f(x,y) = y> — 3xy + cosy + 7e"

Zincir Kurali Hesaplamalari

29. w=sin(xy + 7). x = ¢ vey=In(s+ 1) ise, 1=0da dw/dr’yi bu-
Tun.

30. w=xe’ +ysinz—cosz,x=2Vr, y=t—1+Int ve z =t ise
t = 1’de dw/dr’yi bulun.

3. w=sin (2x—y), x =r+sins,y =rsise r=am ves=0 iken,
ow/dr ve dw/ds’yi bulun.

32. w=InV1 + x* — tan"'x ve x = 2¢* cos v ise u = v = 0 iken,
9w/v ve ow/dv’yi bulun.

33. x = cos t, y = sin t, z = cos 2t egrisi uzerinde ¢+ = 1de
f(x, y, z) =xy + yz + xz’nin £’ye gore tiirevini bulun.

34. w = f(s), s’nin diferansiyellenebilir bir fonksiyonuysa ve
s =y + 5xise,
w _ ow

ax ay 0

oldugunu gosterin.

Kapali Tiirev Alma

35 ve 36 problemlerindeki denklemlerin )’yi x’in diferansiyellenebilir
bir fonksiyonu olarak tanimladigini varsayarak, dy/ dx’in P noktasin-
daki degerini bulun.

35. 1 —x —y>—sinxy =0, P(0,1)
36. 2xy + e —2 =0, P(0,In2)

Dogrultu Tiirevleri

37-40 problemlerinde, f’nin Py’da en hizli arttigi ve azaldigi yonleri
bulun ve her yénde f’nin tiirevini bulun. Ayrica, f’nin Py'da v vek-
tori yoniindeki tiirevini bulun.

37. f(x,y) = cosxcosy, Po(m/4,7/4), v =3i+ 4j
38. f(x,y) = x%72, Py(1,0), v=1i+j
39. f(x,y,z) = In(2x + 3y + 62), Po(—1,—1,1),

v =2i + 3j + 6k



40. f(x,y,z) = x> +3xy — 22+ 2y + z + 4, Py0,0,0),
v=it+j+k
41. Hiz yoniinde tiirev  f(x, y, z) =xyz’nin t= 7r/3’te
r(z) = (cos 31)i + (sin31)j + 3rk

helisinin hiz vektoriiniin yoniindeki tiirevini bulun.

42. Maksimum dogrultu tirevi  f(x, ¥, z) = xyz’nin dogrultu
tiirevinin (1, 1, 1) noktasinda alabilecegi en biiyiik deger nedir?

43. Verilen degerlerle dogrultu tiirevleri (1, 2) noktasinda f(x, y)
fonksiyonunun (2, 2)’ye giden yonde degeri 2 olan bir dogrultu
tiirevi ve (1, 1)’e giden yonde degeri —2 olan bir dogrultu tiirevi
vardir.

a. fy(1,2)ve f(1,2)yi bulun.
b. f’nin (1,2)de (4, 6) noktasina giden yondeki dogrultu tiirevini
bulun.

44. f(x, y) fonksiyonu (xo, yy)’da diferansiyellenebilir ise asagidaki
ifadelerden hangileri dogrudur?

a. u bir birim vektorse, f’nin (xg, yy)’da u yoniindeki dogrultu
tiirevi (f4(xo, Yo)i + f,(xo, yo)j) - w'dur.

b. f’nin (xy, yo)’da u yoniindeki dogrultu tiirevi bir vektordiir.

¢. f’nin (xg, yo)’daki dogrultu tiirevinin en biiyiik degeri Vf
yoniindedir.

d. (xo, vo)'da, Vf vektorii f(x, ) = f(xo, yo) egrisine normaldir.

Gradiyentler, Teget Diizlemleri ve Normal Dogrular

45 ve 46 problemlerinde, f(x, y, z) = ¢ yiizeyini verilen noktalardaki
V#’le birlikte gizin.

45. x> +y +2z2=0; (0,—1,%1), (0,0,0)

46. y> +z2=4; (2,42,0), (2,0, +2)

47 ve 48 Problemlerinde, f(x, y, z) = ¢ seviye yiizeyine Py’da teget

olan diizlemi bulun. Ayrica, yiizeye P,'da normal olan dogrunun para-
metrik denklemlerini bulun.

47. x2 =y —52=0, Py2,-1,1)

48. x> + 32+ z=4, Py(1,1,2)

49 ve 50 problemlerinde, verilen noktada z = f(x, y) ylizeyine teget
diizlemin denklemini bulun.

49. z=1In(x* + %), (0,1,0)

50. z = 1/(x* + y?), (1,1,1/2)

51 ve 52 problemlerinde, f(x, y) = ¢ seviye egrisinin P noktasindaki

teget ve normalinin denklemlerini bulun. Sonra dogrulari ve seviye
egrisini Py’daki V£ ile birlikte gizin.

y:oox2 3

51. y —sinx = 1, Py(m 1) 52. 7—%=7 Py(1,2)
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Edrilerin Tegetleri
53 ve 54 problemlerinde, yiizeylerin kesigim egrilerinin verilen nok-
tadaki tegeti olan dogrunun denklemini bulun.
53. Yiizeyler: x> + 2y +2z=4, y=1

Nokta:  (1,1,1/2)
54. Yiizeyler: x + y?+z=2, y=1

Nokta:  (1/2,1,1/2)
Lineerizasyonlar

55 ve 56 problemlerinde, f(x, ) fonksiyonunun P, noktasindaki L(x, y)
lineerizasyonunu bulun. Sonra f(x, y) = L(x, ») yaklasimmin R
dikdortgeni tizerindeki hatasinin bilyiikliigli £’nin bir st sinirini bu-
lun.

55. f(x,y) = sinxcosy, Py(m/4, 7/4)

R: x—%‘ =0.1, ‘y—%‘ =0.1
56. f(x,y) =xy — 3> +2, Po(l,1)
R |x—=1 =01, |y—1] =02

57 ve 58 problemlerinde, fonksiyonlarin verilen noktalardaki lineeri-
zasyonlarini bulun.

57. f(x,y,z) = xy + 2yz — 3xz,(1,0,0) ve (1, 1, 0)
58. f(x,,2) = V2cosxsin(y + z), (0,0, 7/4)ve (w/4,m/4,0)

Tahminler ve Degisime Duyarllik

59. Bir boru hattimin hacmini 6lgmek Cap1 yaklasik 36 ing ve
uzunlugu 1 mil olan bir boru hatti par¢asinin igindeki hacmi he-
saplamak istiyorsunuz. Hangi dl¢iimde daha dikkatli olmaniz ge-
rekir—uzunlukta mi, ¢apta mi1? Neden?

60. Degisime duyarlik (1, 2) noktast civarmda, f(x, y) =x>—xy +y*—3
fonksiyonu x’teki degisimlere mi, y’deki degisimlere mi daha du-
yarhdir? Nereden biliyorsunuz?

61. Elektrik devresini degistirme Bir elektrik devresindeki / (am-
per) akiminin ¥ (volt) gerilimi ile R (ohm) direncine / =V R
denklemiyle bagli oldugunu varsayin. Gerilim 24’ten 23 volta dii-
ser ve direng 100’den 80 ohma diiserse, / artar mi1, azalir mi1? Ne
kadar? I’daki degisim voltajdaki bir degisime mi yoksa direngteki
bir degisime mi daha duyarlidir? Nereden biliyorsunuz?

62. Bir elipsin alanim 6ngérmede maksimum hata En yakin mili-
metreye yuvarlama ile @ = 10 cm ve b = 16 cm olarak 6lgiilen
x2,, a*+ yz/ b =1 elipsinin hesaplanan alani 4 = ab’deki yiizde
hatanin ne kadar olmasini beklersiniz?

63. Bir carpim ongormedeki hata u ve v pozitif bagimsiz
degiskenler olmak iizere, y = uv ve z = u + v olsun.

a. u, %2’lik ve v de %3’liik bir hatayla 6lgiiliiyorsa, hesaplanan
y-degerindeki yiizde hata yaklagik ne olur?
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b. z’nin hesaplanan degerindeki ylizde hatanin y’nin degerindeki
yiizde hatadan daha az oldugunu gosterin.

64. Kalp indisi  Kalp ¢iktist arastirmalarinda (B6liim 3.7, Alistirma
25) farkh kisileri karsilastirilabilir hale getirmek igin, arastirma-
cilar dlgiilen kalp ¢iktisini viicudun yiizey alanna bdlerek, kalp
indisi C’yi bulurlar:

kalp ¢iktist

viicut ylizey alani

Agirhigt w kilogram ve boyu % santimetre olarak oOlgiilen bir
kisinin B viicut ylizey alanina B’yi santimetre kare olarak veren

B =71 .84W0'425h0'725

formiiliiyle yaklasim yapilir. Asagidaki olgiimlere sahip birinin
kalp indisini hesaplamak tizeresiniz:

Kalp ¢iktist: 7 L/dak
Agirlik: 70 kg
Yiikseklik: 180 cm

Hesapta hangisi daha biiyiik bir etki yaratacaktir, agirligi 6lgerken
yapilan 1 kg’lik bir hata mi, yiiksekligi dlcerken yapilan 1 cm’lik
bir hata m1?

Yerel Ekstremumlar

65—70 problemlerindeki fonksiyonlari, yerel maksimum, minimum ve
eyer noktalar1 i¢in test edin. Fonksiyonun bu noktalardaki degerlerini
bulun.

65. f(x,y)=x>—xy+y>+2x+2y— 4
66. f(x,y) = 5x% + 4xy — 292 + 4x — 4y
67. f(x,y) = 2x> + 3xy + 2)°

68. f(x,y) =x3+ > —3xy + 15

69. f(x,y) = x>+ p> + 3x? — 32

70. f(x,y) = x* — 8x%* + 3p2 — 6y

Mutlak Ekstremumlar

71-78 problemlerinde, f’nin R iizerinde mutlak maksimum ve mini-
mum degerlerini bulun.

7. f(x,y) = x>+ xy +y> = 3x + 3y
R: Birinci dortte bir bolgeden x + y = 4 dogrusuyla kesilen {ic-
gensel bolge.

72. f(x,y)=x2—y2—2x+4y+ 1

R: Birinci dortte bir bolgede, koordinat eksenleri, x =4 ve y =2
dogrulariyla sinirlanan dikddrtgensel bolge.

73. f(x,y) = y> — xy — 3y + 2x
R: x==*2vey= *2 dogrulartyla ¢evrelenen kare bolge.
74, f(x,y) = 2x + 2y — x> — y?

R: Birinci dortte bir bolgede, koordinat eksenleri, x = 2,y =2
dogrulariyla ¢evrelenen kare.

75. f(x,y) = x> — y> — 2x + 4y
R: Alttan x-ekseni, tistten y = x + 2 dogrusu ve sagdan x = 2
dogrusu ile sinirlanan tiggensel bolge.

76. f(x,y) =4xy —x* =yt + 16
R: Alttan y = — 2 dogrusu, istten y = x dogrusu ve sagdan x =2
dogrusuyla sinirlanan {iggensel bolge

77. flx,y) = x>+ y* 4+ 3x? — 3y?
R:x=*1ve y= =1 dogrularryla ¢evrelenen kare bélge.

78. f(x,y) = x>+ 3y + P+ 1

R: x==*1vey= %1 dogrulartyla ¢evrelenen kare bélge.

Lagrange Carpanlan

79. Bir cember iizerinde ekstremum f(x, y) = x> + y*'nin x? +3? =
gemberi tizerindeki ekstremum degerlerini bulun.

80. Bir ¢cember iizerinde ckstremum  f(x, y) = xy’nin  x% +)? =
¢emberi tizerindeki ekstremum degerlerini bulun.

81. Bir disk iginde ekstremum f(x, y) =x* + 3)? + 2y nin x> +12 =< 1|
birim diski igindeki ekstremum degerlerini bulun.

82. Bir disk icinde ekstremum f(x, y) = x> + y* — 3x — xy’nin
¥? +y* = 9 diski igindeki ekstremum degerlerini bulun.

83. Bir kiire iizerinde ekstremum f(x, y, z) = x — y + z’'nin
x? +y? + 22 = birim kiiresi iizerindeki ekstremum degerlerini bu-
lun.

84. Orijine minimum uzaklhik z%—xy =4 yiizeyi iizerinde orijine en
yakin noktalart bulun.

85. Bir kutunun maliyetini minimize etmek Kapali dikdortgen
seklinde bir kutunun hacmi ¥ cm?® olacaktir. Kutuda kullanilan
malzemenin masrafi taban ve tavan igin @ cent cm?, arka ve 6n
igin b cent/cm? ve kalan yiizler igin ¢ cent/cm®dir. Hangi boyut-
lar toplam malzemenin maliyetini minimize eder?

86. En kiigiik hacim (2, 1, 2) noktasindan gecen ve birinci sekizde

bir bélgeden en kiigiik hacmi kesen x/a + y/b + ¢/z =1 diizlem-
ini bulun.

87. Yiizeylerin Kkesisim egrisi iizerinde ekstremum f(x, y, z) =
x(y + z)'nin x* + 32 = 1 dik silindiriyle xz = 1 hiperbolik
silindirinin kesisim egrisi lizerindeki ekstremum degerlerini bu-
lun.

88. Bir diizlem ile bir koninin kesisim egrisi iizerinde orijine en
kiiciik uzakhk x +y + z =1 diizlemi ile 2> = 2x? + 2) konisi-
nin kesisim egrisi {izerinde orijine en yakin noktay1 bulun.

Kisitlanmis Degiskenlerle Kismi Tiirevler

89 ve 90 problemlerinde, ise degiskenler arasindaki iliskileri gosteren
bir diyagram ¢izerek baglayin.

89. w =x%” ve z = x> —)? ise, asagidakileri bulun.

w b (o aw
ay /, T \a9z /), ¢ Gzy



90. U= f(R V1), ideal gaz yasast PV = nRT"ye (n ve R birer sabit)
uyan bir gazin i¢ enerjisi olsun. Agagidakileri bulun.

o b (U
ar ), “\ov ),

Teori ve Ornekler

91. w= f(r,0),r = Vx> + y> ve 6 = tan”'(y/x) olsun. ow/ox ile
dw/dy’yi bulun ve yanitlarimizi r ve @ cinsinden ifade edin.

92. z= f(u, v), u =ax + by ve v=ax—>byolsun. z, ile z,’yi f,, f,
ve a, b sabitleri cinsinden ifade edin.

93. ave bsabit, w = > +tanh u +cos u ve u =ax + by ise,

oldugunu gosterin.

94. Zincir Kuralim Kullanmak w = In(x> + > + 22), x = r + s,
y=r—s ve z=2rs ise, Zincir Kuraliyla w, ile w,’yi bulun.
Sonra yanitinizi bagka bir yolla kontrol edin.

95. Vektorler arasinda a1 e¢“cos v—x=0 ve é“sinv—y=0
denklemleri u ve ¢’yi x ile y’nin diferansiyellenebilir fonksiyon-
lar1 olarak tanimlar.

%i u ; ve ali + w;
ax ' T oyl ax T oy
vektorlerinin arasindaki aginin sabit oldugunu gosterin.

96. Kutupsal koordinatlar ve ikinci mertebe tiirevler x = r cos 0
ve y = r sin 6 kutupsal koordinatlarini tanimlamak f(x, y)’yi
g(r, 6)’ya gevirir. (r, 8) = (2, m/2) noktasinda,

of _of _@f_@f

x Ay gyt gy

ise, 0 noktada d%g/d6? degerini bulun.

97.

98.

99.

100.

101.

102.
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Bir diizleme paralel normal dogru
+2P2+@E—x?r=16

Yiizeyi lizerinde normali yz-diizlemine paralel noktalari bulun.

xy-diizlemine paralel teget diizlem
x+yz+mmx—x—z2=0

ylizeyinin ilizerinde teget diizlemin xy-diizlemine paralel oldugu

noktalart bulun.

Gradiyent vektor konum vektoriine paralel Vf(x, y, z)” nin
her zaman xi + yj + zk konum vektériine paralel oldugunu
varsayin. Herhangi bir @ igin, f(0, 0, @) = f(0, 0, — a) oldugunu
gosterin.

Her yonde dogrultu tiirevi var fakat gradiyent yok
f,v,2) = Va2 + yr + 22

fonksiyonunun orijinde her yondeki dogrultu tiirevinin 1’e esit
oldugunu, ama f’nin orijinde gradiyentinin bulunmadigin1 gos-
terin.

Orijinden gecen normal dogru xy + z =
(1, 1, 1)’deki normalinin orijinden gegtigini gosterin.

2 yiizeyinin

Teget diizlem ve normal dogru

a. x*—)? + 22 = 4 yiizeyini gizin.

b. Yiizeye (2, -3, 3)’te normal olan bir vektor bulun. Vektorii
de giziminize ekleyin.

c. (2, -3, 3)’teki teget diizlemin ve normalin denklemlerini bu-
lun.

Bolim Ek ve ileri Alstirmalar

Kismi Tiirevler

1. Orijinde eyer noktal bir fonksiyon Bolim 14.2’deki Alistirma
50’yi yaptiysaniz,

2 _ 2

y
, (ny) # (0,0
3 T (x,y) # (0,0)

f(x’y) = 0, ()C,y) = (0, O)

fonksiyonunun (asagidaki sekle bakin) (0, 0)’da siirekli oldugunu
biliyorsunuzdur. f,,(0, 0) ve £,,(0, 0)’1 bulun.




