5.2.10 Alistirmalar.

ol

(z+y—1)?

. Jim
(x,y)—(—1,2)

2. Limit tanimini kullanarak

lim
(may)—*(2! -1

dugunu gosteriniz.

lim zt—y?
(zy)—=(©0,0)% TV

Biri rsin L4y
(z,y)—(0,0) *+y
lim z?—2

(z,y)—(0,0) 3T7Y

li (ﬂ?'—y)2
(x,y)l—>m(0,0) L

lim _3zy
(z,y)—(0,0) 5z +2y*
2
lim S
(2,9)—(0,0) %" Y
4 2
l. m _—

im
(2,y)—(0,0) " 1Y

24 y2 422 —4y+45

,(Bzy — 8z +2y) = ~24 ve

saitin o
mitinin olup olmadigim aragtirimz,

('Try)_"(l,l)

lim = (y* - 3zy) = —2

3. Asagidaki fonksiyonlarin limitlerinin olup olmadigim aragtiriniz

lim &—=zytzy®-y°
(z,y)—(0,0) 2 4y?
~ 2 9 1
(Ely%]ﬂo,o)(l +$ y )I Ty
lim L
__Q____V
(.’B,y)—»(0,0) x%+y
lim cos:tr:—l—ﬁ
(z,y)—(0,0) T 1Y
2, 2
lim (It 4w
T+y

(z,y)—(0,0)

lim

(z,y)—(0,0) V=>+y?

lim

(z,y)—(0,0)

222 4 3zy+4y®
3z24-5y2
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ki Degigkenli Fonksiyonlar, Limit ve S(lrek“ .
1

olacak sckilde € > 0 ve pozitif ny < n, <
((Trir ¥na)) simrh oldugundan yakinsak bir ((I".’

(%, » ¥ns, ) = (s 0) ise

M’llanmn
vUn,, )ﬂl',
[1Znsym) — (un, )|l =0
oldugundan ((tny, s Vay,)) = (o, 30) dir. £, A da stirek); oldugy,,
day,

11 ey, ) = S ot M = 1,

Yo) — I(::myu)n "
dir. Bu ise j € N igin <q
”'f(r""'l ’y""f) - f(unk,:'unk;}u e
olmasi ile celigkidir. O halde f, A da dilzgiin stireklidir .
5.3.16 Alistirmalar.

1. Asagidaki fonksiyonlann yanlarindaki noktada Stirelay;

ks Einj
2 (@) £0,0) it
1 f@y) = { 1 (=,9) = (0,0)
=S (@) #0,0)
2. f(z,y) = { g (=) = (0,0)
3ﬂmw={8ﬂy L)
sin!zy!
4 f(:c,y)={ﬂI zio »(0,0)
in 1l
5 f(z.y)={ g " zig 0
[ B @00
6. f@N=1 ¢ (@v) = (0,0)
sin?(z+y)
4é—|*1 (I! y) :)é (090)
7. f(@y) ={ o () = (0,0)
ks (@) #(0,0)
8. f(@¥) =1 o (z,y) = (0,0)

I ag,
t. N
dlv_lﬁi d:mhk

t
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/-__'
eV (2,0) #(0,0)
9. f(=:¥) 0 (z,¥) = (0,0)
zyln(z? +y?) (z,y) # (0,0)
w0 /= =1 0 (z,y) = (0,0)
3+ PR (2,y) £ (2,-3)
1. f(@) (z,u) = (2,-3)
2+y2)51ﬂ(—7+—v1) ?2+342 >0
12 (@8 = (=,) = (0,0)
—&;f!—l (z.9) # (0,0)
13 fEY =) 0 (z,y) = (0,0)

2 ,\gné,‘ld?\ki fonksiyonlarin stirekli olduklar kiimeleri bulunuz.

=t (mm) 2I@0=VITE-F 3 f@y) =/

o flz,y) = InlzInly - z)) 5. f(x,y) = In(9 — 22 — 9y?)
6 flzy) = 1___%:;,1 7. flry) =vaT—d+ /2 —4
o flry)=arcsini +VIW 9. fz,y) =z + arccosy
10 flzy) =1+~ -y
s fig: LU X [FLU =R f(30) = (2 +3) ve
glz,y) = { f@y) z+yzo0

—flz,y) z+y<o

oarak tanumlanan fonksiyonlarm [—1,1] x [—1,1] de strekli olduklarim gosteriniz.

4. Asagidaki fonksiyonlarin stireksiz oldugu noktalari bulunugz

M I#U
(ay):{ %

y =0 2 flz,y) = { gyln(ly) zy >0

Ty =0
e~llz—y|

5 flz,y) =

olmast igin A degemu bulunuz,

z#y
IT=y

olarak tamimlanan fonksiyonun R? de stirekli



6.1.17 Algtirmalar: "y

1. Asapdaki fonksiyonlarn ikinci mertebeden kismj tirey]
. N3 e ln

v = lh
1. f(m‘y):cg 2. (=)= e 3. I, ) =1y n(ek uly, mlz.
4. f(z,y ‘ 7
6. f(z,y) = 22y + 2y’ 7. f(z,y) = sin(z — 5 -
J:+y)

8. f(z,y) = In(sec(z — 2y)) 9. f(z,y) = tan(

2. (z,y) # (0,0) igin asagidaki gibi tanmimlanan fOnksiyo

TY) +- Cot(my)

birinci mertebeden kismi tiirevlerinin olup olmadigin, &1‘3‘331‘?1:: (f,(U nokt&sm
L f(ey) = 2 f(oy) = L, Vg
3. f(z,v) = 47 4 flz,y) = =,
5. f(a:,y)=;'.r§gr 6. f(fcay):ﬂ%]%_‘i__g‘iv)
7. floy) = S 8. fl@9) = £,

9. f(z,y) = syIn(@* +°)

3. Asagidaki fonksiyonlarin Jakobiyen matrisini bulunyy,

1. f(z,y) = (3z — 2y, 7%Y) 2. fz,y) = (z2y, 292, o)

3. flz,y) = (222 — 3212, 22 + 9?) 4. f(z,y) = (zy, z %)

5. f(z,y) = (ﬁ, ﬁ) 6. f(z,y) = (sin(2z + y),e%w)
7. fzy) = @nl+3820+7) 8 f(2,9,2) = (@ — 2 4 2 4y

9. f(z,y,2) = (sin &, cos 2%, tan =%) 10. f(z,y,2) = (zy — 22 322, 20y, 42

11. f(a,y,2) = (&6 ¥, In /2% + 3% + 2%)




_ oy + 3zy? — 5z fonksi .
e 002, 0.1) ve A oot igin df(~1,2;0.2, -
0 Y A ve Af(0,-1;-0.02,0.1) deger "

_ g2 4 3zy? +22° i
2. [ (2,9) = 22 +3zy” + 227y fonksiyonunun (2, 3) noktasindaki qj
pynea (231005 —0.02) ve df(2,3;0.05,—0 02)lrl ki diferensiyelini

)y Af(-1
4 =0.01), )2
degerlerinj hesaplayiniz

unu?:

1 o
hu degerlerini hesapla-

VlﬂlZ'

i (%y) £ (0,0) igin asagidaki fonksiyonlarin (0,0) noktasinda d
' inda diferensiyelle-

bl olup olmadigin aragtiriniz (f(0,0) =0 dir)

= 2IEV=REL 8 ) =ne )
) — T —|—y

$5

R G R

7 f@y) = J;+y2 8. flz,y) = S‘fi—lﬁfﬁ E9 fz z
] . ay) — m%

2.3

0. fy) = s 1L f@) = |yl In(1 + z)
19, f(z,y) = <Y In(z? + °)

= 212 2 3
4. f(g;,y) \/.a: +I.3y fonksiyonunun (0, 0) noktasinda siirekli -
ancak bu noktada diferensiyellenemedigini gosteriniz trelct oldugunt,



piferensivel, Zincir Kuralt, Taylor Seriq ,,

ap8 Kl TareY:

nn yanlanndaki noktalardakj oif.
) o,

5. Aa'r’n‘,ldnkl fonksiyonln rfmxiy,_"._h'-‘ .
"m:“;;‘!"y) =y n i R =Simn e, (1,2 .‘“'ha"‘
5. firw) = ¥ (00 4 S0 = ViE, (0,0
5. f(f-.'l)?.'z'--'i.hiny/-(ho) 9 j(x,y)="—;’:%x‘ (2,1)

i =l _-;in(:r"*’l/’) ulnrn'k'mmml:man fonl-csiy(,nurl h
6. f(= llenebilirligini arastirimz.

; ©Thay,,.
kuv«rl"f"ki diferensiy® Angi biy (
>

nol

— nzere =
_—— sayl olmak {
7. a sabit bir reel sa "3

_ ) Wl*sinz y3to
f(z,v) { 0 5 2y

k tammianan fonksiyonun (0,0) moktasindali dife"eﬂsib'
olarak

trniz-
8.

10,q
0,0,

a§tu-uuz
v) fonksiyonunyy, . L
el‘ehi‘.ﬁ-
ke |

{ (x"+y2+:2)5i“(ﬁ?ﬁ) (v,

L z2) = §- =)= (o
fz: D) 0 (v, 2)

o n (0 0,0) noktasmdaki difeten.siyellenebilirljgiui ar
fonksiyor =

9 Asagadaki ifadelerin (varsa) hangi flz,

oldugunt bulunuz-
2 pogy —v)EET (22 — 2oy — ¥*)dy

1. (=
2v — 15y”e”)dy

2y _ 5yPe)dT + (2ze

2. (e
5. (2ocosy — ¥ INEET (2ycosz — = siny)dy
4 (Vv DT y)dz + e (e¥(z —¥) + Ddy
. €
. do + (5Ee¥ + 2)dy 6. migedz — =
5 (fe¥ = *) v z v Tigrdy
8. goydz_zdy

3z —2xy+3y7

2
2 (,.1._2xy+y dy
2 gyt 5y2)TE
7 & +2ZVTEE T Y)

ki fonksiyonlarin Laplace denklemini sagladigin, A
Jayan ve ikinci mertebeye kadar turevlenebilen b,
Q!

3. f(z,y)

10. Asagida
ace deﬂkl"rr‘nini o

2__y2

(9, Lap,
3 3ag? Wsiyoy),
2. f(z,y) == —3zY

i. fla) =% ~ =ty

S D'xfﬂ-mﬁi)r]. Zincir Kurala, Tavlor Serie

3 v2 Hessian Form, 219

-)gtrtn-’y 5. f(z.y) =€ cosy —emvepe
[{Lad )
g . ¢onksivonlann dalga denklemini s,
apded 7 “mint sagladiging gosteriniz.
11 _ ain(kn) sin(eky) 2 flzy) = —x
f(e¥' " i

=

_ay)ﬁa-(xa.ay)c 4. !(X.y):ﬁn(r__ay)_

la(z < ay)

o gaki fon};ciyon\ann vanlanndaki ksmj diferensiyel denkl 1
5, AP stmiz. Ve comidemleni saz-
12 _ann aT8S

oadiE

ﬁ(ur(:--y). fexr—2fs9 4+ Sy =0

]‘garctm\/zz—y]' !f';!;:f’

;coih(,g)'.-‘an(i)' Tfz+ufy =0 ve yfnr‘-’¢fx~,‘f,=0

" Sin(,A‘-y)+r:os(r—y)- fez =Sy =0
.L!' u)gm\/?:?‘ ofe+ufy=1

" = f(z.y,2) == z e
ak uzere w = f(Z.¥.3) arctan { olarak tanimlanan fonksivon

<0 olm s i
3. Y7 oy U — 0 oldugunu gbsteriniz.
Wy
.aq UsF i
@n _L,@dz‘ 2= @ v) fonksiyonu yardimiyla verilen yozevlere. yanlanndald
4. AsSS o

= o cizilen teget ditzlem denklemini bulunuz.
ad

_ 2 +zy, (Tow0) = (-1,1)

okt
3. fl@ v

5 (=97 =
3 3 ory?, (To0.%) = (1:—2)

12— 2%y, (To,w0) = (-1.1)

5. 5977

fl= "):I:y_,_gryﬂe-.l:y—m:. (z0,w0) = (2.-3)
Wit

= cin(2z — 3y) —cos(2x + 3y), (To.wo) = (=/2.%/3)
5. flo

6 !(:Au)=“"' (wo,v0) = (1:0)

: f@) = &7, (zosw0) = (=1.1)

o flon) = riny, (zo,w0) = 1)
15. Asaindak

= T793.03)2
1. \/(15'03)_ +(2399)

i ifadelerin vaklagik degerini hesaplayimaz.

2. (5.2)* + (12.1)? 3. (68.09) - 3.1 - (2.99)



Tuylor Serisi ve 1y

SN

)= (rPuxn WA T ve g iR

3 RS S b o Py = (1,2, —3) noktas, icin fop o 9z,
) I-:uf.ry:u») fnn"’*'.‘“”t'"' X (pu) = ?t}.w]
EJ;-OM”A“.:‘IMI dg{f(]’ll))df(PU) ‘\lQI
g o V) y =® 0 0 B 28
0 z v 0 =z 0 0
= 0 0 w2z 0 z
zw TYw T2Y 2z 2
yzw FE v= oo Y
-3 2 0 0 a iy Ty
0 —-12 -3 0 -3 " 0
= 0 0 -6 —12 o 1
_216 144 36 72 =g 132 4
—18 -3 2 2
36 36 —24
= 72 108 —48
1728 —864 432
dir-
lar.
nhgtirma
6.3.9 A e .
Asapdaki fonksiyonlarin yanlarinda belirtilen kism; mre"lenni .
1. AF . -— -
_od +myd nE@E B =T+ 2% 4 g3 Blay,
1 Sy v2) = 2 22w,z T
)
o, oo 2 z) = sin?( Fa,
Flyr,y2) = cos(yd +vh wi(T.¥,2) = Tyz), Va(z,y, ) =y
2. fln: ~2,
L2 21 oL oL tya
Tz%y 3z’ oy 3 _— 5 N
- 2 psinyd, wi(z,y) =z*+y » y2(z, ) =
cos Vi V) =t
8, Sl 2,91 of o e+,
2 (z,y,z)=$+IZ+yadz,dy,-a-E_ ::Bﬁ',‘g{
4. fp) =¥ @ e
—y2cosyz, (T W) =T H VN 22, y) = g,
5. Sl ya) = V2 0S¥ h .y
i ir fonksiyon olmak tizere x — _
2. 9 tiirevlenebilen bir fonksiy . o az ~ g(y b
X f(z,y) fonksiyonu i¢in az; 4 bz, s

e i .
denklemiyle verie® * oldugyy, by

3. fved ikinci mertebeye kadar tiirevienebilen tek degisken); f ity

1 ak izere F(zy) =1 (v +az) +9(v — az) olarak tammlangy, g fongksih%

;‘m = a2F,y oldugunt gstemim omy i
Tz —

D;fz-rcus‘-i_vrl. Zincir Kural, Taylor Serisi vo T ——

5 TireYs
KE
r=u+vvey=1u—uvolarak tammlanan fonksiyon igin 02z

s, ini wily
" [(L:z;ld“g“n“ gosteriniz. Dudv
e
s )= ucosh v,y = usinh v fonksiyonu igin
¥
:5ﬂ af)2__1_(ﬂ)2=(91)2_(0_f.‘
4 (Bu vZ" du or Oy)

ssteriniz:

Lot kullanarak agsafidaki fonksiyonlarin yanlarindaki kismi dife-

§ ra
jr K p saglamadifim aragtinmz.

0. & .r-n\clemi salay!
sz — Yoy + (T — W2y + 2, z,=0
)+ g(z—ay), 2y —az =0

et
¥ t, zf:+yfy+z2fz=0

z

!(.f,!hz);(“) )

’ o k ikinci mertebeden tirevlencbilen fonksiyonlar olmak fizere, zincir
=

ok agagidaki fonksiyonlann yanlarindaki kagmg

-

; gl Lallana® diferensiyel denk-

rceld.edii?*-i“i gosteriniz:
(4
ot

L =

= y)=zy+zg(§), zfrt+yfy—zy=f
5 fl5

5 @9

4 fl@y)
5 flm¥) =

siny +g(sine —siny), cosyf, +cosaf, — coszcosy

—2g(L), T fez + 2T fay + 92 fyy =0
=g(zy) Iny + h(zy), <2 fox — 20y, + YV fyy + xf,
gh(z?—?), L&+l = %

6 f@ = glzy), zfz —yfy =0

7, fe) =96 1), zfz+yfy =0

o [y == cos@W) S+ S+ Lr o

+3.‘fy=0

o flzy) =2"9(3) 2fz +ufy =nf
0. flzy) =hE? + ¥ 2fy —yfz =0

W fley =e@+a)+oy(z+2),yzy 22, g o
12 f@n ) =9(B) +h(Y), Tzp+yzy -z =0

B fey) =9+ k) +h(z —ky), for— hf —o



14 fl@y) = gz — ¥
15 f(:r y)""”'g( 2__y2,y2__$2), yfz+Ify:0
16. f(= y) = g(rcosﬂ,rsin ), frrt+ Lf.+ Xt
s "
z) + k(= 2), Feyz=0 - .

g(ﬂ:, y} =3z h’(ys

jyonlarl ve Po noktasi icin go f 1y
ﬂesk
e fo
n

Urm

iy

8. Agapadaki S Y gfoﬂksi ”
. - ayinl
p, daki difere siyelini hesaP y s -
_ (32° ,-*2339'2)»9(1'!9' = (z% — ¥, 7> + 392 Ny,
1 sy =G i o V) Po< g \
9. f(z:¥) _ (@?u,3 y, glay) = 7 122%9), Py n .
1 s :(31
5 fl@¥ 7 o g;yz,S:cy,yzz)a g(z,¥:2) = (%, 2%yz, —zy?3y i
? . P
- 2 g2 +y2) 9(®Y 2) = (a2 + 1% — b= (_
s ) =" o ’ YT = 2%, aygy, P( 23,
0=
RUN

)

-
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5 1 7 Allstlrmalar.
7.1

Fla,y) =0 denklemiyle verilen y = f(z) kapah fonksiyonunun

., Agefde i ini
b tebeden tiirevlerini hesaplayimiz.

i ve 4t =
1)



Ters Fonksiyon Teoremlerp

-+ Ters Fonksivon Teoremleri

Kapal ¥

u f
kismi tlirevlerini bulunuz,

Kapall
- =InZ »
o0 2. Flir,y)=InZ +e? — ¢ Klem cisternlerinin 7
5. plrv) = F r’ 1+1w,.|:+5_u~1=0 cld.,;‘illl'f‘
Flew) T 2y r-y) =0 7 ,;-m“: = 2; { 21 —dra + 2uduz + 1 =0
! ),-mll‘l’ﬂ-ﬁﬂ( ) ""*2»12"1=0 —T1 437+ 0 —wmuy =0
4. Fl& _ar+5w—2=0 v
V),_:’*W1+3!y 14,2r.r|uz=0 1 -z +ul-ui=0
5. Fi* Flo 9 * 2) = 0 d(-nkfiﬂ“‘]“ \lcrlleu f(l‘-‘ll) k’apah : 7 it uj + uj=0 TTuguy = 4
; & 5
2. 'A'-M“iﬂ,-.i,-n asmi tarey lerini hesaplayimiz. °“kxiyu,, il 2 _2uui =0
. i merte? ,_3=0 uy, +uf ~
pirinei s s iy, Pris ?!”‘+ wi-uw =0
AES 1= e
1 £t j o Pyz + ry’z+ zyz? —1=0 i J’;lm L 2=0
e in(y=) + cos(zz) +tan(zy) —1=0 Jaki denklem slsmnlem.ie.yim,am“hki noktads kapah fonksiyon, teo-
3. F(n¥ s == 0 8 A8 z ve kasml turevlerini hesaplayiniz.
3. et 1= L Ayt
;) = = juyE?
i F(I'y.-) :ﬁﬁr n’-q‘\nll]\ 7u+y1,2=0 P=(1,-11,1)
) Iz+y?+22+1:0 _gy"'u*l"
5 F(z. ¥~ 2 o 1.y zv
_ 0 deklemiy le verilen z = 1 3 2,.4=0
Flz,v2) = Z,Y) ka W Hd= —(2.—
3. Agagnda s epdeld ikinci mertebeden kismi tiirevlerin; Ko Dal, B 2 V: 2u% + 3ut+8=0 P=(2,-1,2,1)
ulaﬂ"d’d‘ e 2=0, (2 aplahulz '!’ohu 2.9 oyt
__2;9+2y’+22_ = ) . n 8 -3=0
z) 2y — V
1. F(z:¥ 3-0 (1 ayt¥ St &= h=2ad)
)= yrz,.-}—cas(z'yz)" =0,(1,0,-2) o § wvy? + 3V +4=
2 F(n: ¥ * x
. sin(y + z) +cos(z + z) — g 3
3 F(I’y';)gs,n(x+y)+ (v )—1=q, s s pzsut I 3 _00 P
yuds g 344-3=0, (1,-1,1) *7) J_{y:"J.;-ZIU‘"” A
4. Jat
_ e z = 2(z, y) olmak iz
4 z=2W z).¥ = i _gil,;z )_.\-1 kismi ’djferensu’el ;:,fl(z Y2 =g e 2ksi Teoremi
erilen fonksiyonu? oy 2= % CTN Bercekeg Koy ors Famleslyosl © :
¥
35 E\nj * 12
teriniz- & i i t i
y=10 genklemiyle verilen ¥ = f(=) fonksiyonuy j " 5 ksimda ters fonksiyon teoremi ele alinacaktir. Tek degiskenli fonksiyonlar-
5. F(z¥ , Hinej meneh B  hatirlanrs2 A, B C R olmak tzere f : A — B fonksiyonunun tersinin
(arevinia s F2Fzx — 2FFyFry + F2 4 £y, : in .:rek ve yeter gart birebir ve orten olmasidir. Bu durumda verilen
y(z) = 2 omest i . g — A ters fonksiyonu
ks
Jduzun! gosteriniz- y=Jx) e z=F"(y)
[+
3
u® + zv+ u e : A : z
LRE— Rr2, f(z: ¥ u’:r)ciar(alt,mda i :’inzv ) igin F(z o k8 mlani- UStC:lk i fonksqlfonu A kitmesinde tlrevlenebilir ve zp € A igin
nkJem smtermnden hangi § Y cinsindep cba lllu) %) xg f(fo) 40ise f nin f77 ters fonksiyonu da yo = f(xo) da tirevlenebilir ve tarevi
i aragtiriniz 952
meyeceglﬂ (F7") (w0) = 7 (I




2‘1 Allgtl
" z+22%sinl z#£0
. fl@)= 0 z=0
: _ 0 noktasinn bir komsulugunda tersinin olu
],_tammlallaﬂ fonksiyonuil Zo 2 i sulug p
Ulﬂrad@m aragtiriniz- | B
- op+ 3% U= r + z%yz, w = 3z + 2y — 5z denklem sisteminin
2 ﬂ{)) J;c:'ktaSnun uygun bir komsulugunda z,y, 2z nin u,v ve w cinsinden
- 10’ %
b ’m(lf c;azulemeyecegml aragtiriniz
il < -
# g" agik bir kiime olmak tizere f : A — R™ fonksiyonu birebir, siirekli,
4 4 zllenebiﬁf ve det(Df(z)) # 0 olsun. Bu takdirde f~l: f(A) — A ters
difere.HSL:Unuﬂ da diferensiyellenebilir oldugunu gosteriniz.
|- LS]}’O]



Ters Fonksiyon Teorem)er;

Kapal YE
262

hi.ci € R olmak flzere
i

: o 1,2 0500 B

4. V5
f(i'ul)') = ((‘LI] + b.’E2 4 C1|(1I2 " bI

2
:EEQ--*R|
f 24 0y)

nksiyonunun tersinin olup olmadigp,
. -

fo
 tammlana® o lavitiz. agt
Uhlm, 5 m]ardaki tiireviernl hesaplayiniz i,
oldugu ™ 2
E'}-Si
i,
L] I e
¥ j:ACRQ-—’Rz, f(xay)=(;2—-y——§1m2-—y2 :
)
fonksi}ronunun ("1*1) ploktasiata. TYEE o komwlugunda t
2 Z. er
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