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2 ICINDEKILER

1. Hafta. Reel Say1 Dizileri

1. Dizinin tanimi. N = {1,2,3,...} kiimesi dogal sayilar1 géstersin. Bir a : N — R fonksiyonuna
dizi deriz. Dizinin terimleri genellikle a, = a(n) olarak yazilir. Bu diziyi gostermek icin
{an}nen veya{a,} yazacagiz.

2. Artan, azalan, kesin artan, kesin azalan, sinirli ve sinirsiz dizi kavramlarinin 6nceki analiz
derslerinden bilindigini varsayiyoruz.

3. Dizilerin yakinsaklig:. Bir L € R ve her € > 0 icin
n=N = |a,—L|<e,

sartini saglayan (ve genellikle ¢’a bagh olarak belirlenebilen) bir NV € N bulunabiliyorsa, L
sayisina {a,} dizisinin limiti denir. Ayrica lim,_., a, = L yazilir ve {a,} dizisine yakinsak
dizi denir.

Ornek 1. c € R ve Vn € N icin a, = c dizisine sabit dizi denir. Sabit dizinin limitinin
lim,,—.o ¢ = ¢ oldugunu limit taninuni kullanarak gosterin.

Ornek 2. Her n e N icin 1" = 1 oldugundan (1") dizisi sabit dizidir velim,,_..,1" = 1 olur.
(sin2mn) dizisi sabit dizi oldugu i¢inlim,,_.., sin(2zn) = 0.

Ornek 3. lim,,_, 2+T” =1 oldugunu limit tanimindan gosterelim. € > 0 icin N > % sartini

saglayan herhangi bir dogal say1 olsun (Ornegin % dan biiyiik en kiigtik dogal say: olabilir).

2+n
n

n

2 2
n=N>- — —<e¢ > -1

€ n

<€

<€$‘

oldugundan ispat tamamlanmus olur.

4. Eger {a,} dizisinin bir limiti varsa bu limitin tek oldugu gosterilebilir. (ispatlayin). Yani bir
dizinin en cok bir limiti olabilir.

5. Iraksak diziler.

Tanim 1. Eger {a,} dizisinin bir limiti yoksa, {a,} dizisine wraksak dizi denir. Eger dizinin
limiti yoksa ve verilen her M > 0 reel sayisi igin

a,=M, VYn=N

olacak sekilde bir N € N sayisi bulunabiliyorsa, lim,,_.», a,, = oo yazilir. Benzer sekildelim,,_.o a, =
—oo tanmimlanabilir.

Ornek 4. lim,,_.o,(—1)" yoktur. lim,,_.o, n? = oo.
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lima,=L <— Ilim(a,-L)=0 <= liml|a,—L|=0. (1)
n—oo n—oo n—oo

Ispat. Her iic limitin de ayni oldugu tanimdan goriiliir.

£ = 1 oldugundanlimy, .o, (<2 — 1) = 0 velim,—.qo |2+T” -1|=0olur

Ornek 5. lim,,_o, < =

. Yakinsak diziler sinirhdir (ispatlayin). Tersi dogru degildir, 6rnegin a,, = (-1)" dizisi s1-

nirl1 ama iraksaktir.

. Eger {x,},en dizisi icin Oyle bir N varsa ki {x,},>x dizisi X 6zelligini saghyorsa, {x,} dizisi

X ozelligini nihai olarak saglar denir.

. Yakinsaklik nihai bir 6zelliktir. Yani {a,} ,en dizisi yakinsaksa, her N € Nicin {a,} >y di-

zisi yakinsaktir. Ters olarak da bir N € N icin {a,}, >y dizisi yakinsaksa, {a;}en dizisi de
yakinsaksaktir. Yani dizinin yakinsaklig1 dizinin sonlu sayida elemani disinda kalan ele-
manlari tarafindan belirlenir.

Dizilerde aritmetik islemler ve limit. Eger lim,,_., a, ve lim,_.o, b, varsa (ispatlayin ki)

lim (a,, £ b,) = lim a, + lim b,,
n—o0 n—oo n—oo

lim (a,b,) = lim a, lim b,,
n—o00 n—o0 n—oo

lim xa; = x lim a,, xeR
n—oo n—oo
a lim, .. a
lim (—n):w, egerVneN,b, #0ve lim b, #0.
n—oo\ by, limy,—.o0 by n—00

Ornek 6. Yukaridaki ozellikten yararlanirsak, her x € R i¢in
X 1
lim —=x lim — =0.
n—oon n—oon
buluruz.
Ornek 7. Her x € R icin
e‘nt+1 e, x#0
im ————-=+"
n—cox?n*+n? |oo, x=0
oldugunu gorelim.

x # 0 degilse, pay ve paydanin en kuvvetli terimleri n* olur.

40 y e’nt+1 . ef+1/nt  ef
X#0 = lim — = lim — = —
n—oo x2n*+n2 n—ocox2+1/n? x?
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x = 0 durumunda paywn en kuvvetli terimi n*, paydanin en kuvvetli terimi ise n> olur. Bu
durumda

_fnty1 . ont+1 .,
x=0 = lim —— = =lim n“+— =00
n—co0nt+n2 n—-oco pn n—oo n2

Karsilastirma kriteri. Eger nihai olarak a,, = b, ise ve lim;,_c a, = L, lim,,_.oc b, = M ve
L, M € [—o00,00] ise L = M olur.

Sonuc 1) Nihai olarak a,, = b, ve lim,,_.oo b, = oo ise lim,,_., a4, = co olur.
Sonug 2) Nihai olarak a, = ¢, lim,,_.., a, = L € [-00,00], ise L = c olur.

Yukaridaki 6nermeler, = sembolii yerine < sembolii oldugu durumda da gecerlidir.

Sikistirma Lemmasi: Eger bir L € [-o0,00] i¢in lim, . @, = lim,_. ¢, = L ise ve nihai
olarak a, < b, < ¢, ise lim;,_., b, = L olur. ispat. Karsilastirma kriteri kullanilarak gosteri-
lebilir.

Ozel olarak |ay,| < by, ve limy,_.o, by, = 0 ise lim; .o a,, = 0 oldugunu sikistirma lemmasini
kullanarak gosterin.

cos(e*n+n?)

Ornek 8. Her x € R icinlim,,_.o -

0 oldugunu gorelim.

X 2
0< cos(e*n+n?)

<

1
n n

oldugundan sikistirma lemmast uyarinca sonug gikar.

L€ [-o0,00] icinlim,—.o a, = Liselim,_ |a,| = |L| olur. Yani {a,} dizisi yakinsaksa {|a|}
dizisi de yakinsaktir.

Ispat. L € R icin ters ticgen esitsizligini kullanirsak 0 < ||a,|—|L|| < |a, — L| olur. Simdi
sikistirma teoremini kullanarak sonucu gosterin. L = +oo icin de onermeyi ispatlayin.

Tersi her zaman dogru olmayabilir. Ornegin a, = (—1)" dizisi yakinsak degildir ama |a,| =
1 sabit dizisi yakinsaktir. Tersi genel olarak sadece L = 0 i¢in dogrudur.

lim a, =0 ancak ve ancak lim |a,| =0.
n—oo n—oo

Ispat. (1) ézelliginin sonucudur.
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Dizilerde 'Hopital kurali. f:[1,00) — Ricin

li_{gof(y) = L€ [~o00,00] = nli_rg()f(n) =L
yyeR neN

olur.

Yani reel sayilar tizerinde sonsuza giderken limit varsa, dogal sayilar tizerinde sonsuza gi-
derken de limit aynidir. Ama bu 6nermenin tersi dogru degildir. Ornegin lim,, ., sin(nr) =
lim;, .0 =0, fakat lim,_., sin(ym) tanimsizdr.

Ozel olarak, limn—é,%o f(n) limitini belirlemek icin limy—oo f(y) limitini belirlememiz yeter-
n eR

lidir. Daha 6nceki analiz derslerinde, limy—co f(y) limitini belirlemek icin belli sartlarda
R

ye
I'Hopital (I'Hospital veya 'Hopital olarak da yazilir) kuralinin kullanilabilecegini biliyo-
ruz.

Ornek9. lim,,_. o lnT” limitini belirlemek i¢cin limy—oo mTy limitini bulalim. Bu limit [oo/ o]
JER
tarzi bir belirsiz form oldugundan, I'Hopital kurali uyarinca

Iny 1y

lim — = lim 0
y—oo y y—oo ]
yeER yeR

Yanilim,,—.o th” =0 olur.

Limit ve fonksiyon ne zaman yer degistirebilir? lim,_., a, = L ve f fonksiyonu L nokta-
sinda stiirekli bir reel degerli fonksiyon ve f(a,) her n i¢in taniml ise

lim f(an) = f(lim a,) = f(L).
olur.
Ispat. Limit tanimi geregi
V6>0 AN>0 n=N = |a,—-L|<é
Stireklilik tanimi geregi
Ve>0 36>0 |x-Li<éd = |f0)-fL)|<e
Bu iki tanimu birlestirerek
Ye>0 IAN>0 n=N = |f(a,) - f(L)|<e
buluruz.

Ornek 10. Karekik fonksiyonu siirekli oldugundan, her x = 0 igin

2 2
lim nx :\/lim nx =V2x

n—oo \ n+ x? n—oo n + x?

olur.
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exp(In) yontemi. exp x = e* olarak tanimlanir. Hem exp hem de In fonksiyonlan stirekli
oldugundan, bir 6nceki maddede verilen 6zellikten yararlanarak,

lim a, = lim explna, =exp lim Ina,
n—oo n—oo n—oo

olarak yazmak 0zellikle tislii ifadelerde limit alirken oldukca kullanishdir.

Ornek 11. x> 0 iginlim, .o ¥/X =lim,_o x"" = 1 oldugunu gorelim.

1
lim {/x= expln( lim {”/E) = exp( lim In {‘/}) =exp ( lim —lnx) =exp(0) = 1.
n—oo n—oo n—oo n—oon

Ornek 12. lim,,_., /7 =1 oldugunu gorelim.

1 1
lim ¢/n = lim explnn'/" = lim expM = exp( lim M) =exp0=1
n—oo n—oo n—oo n n—oo n

Ornek 13. Yukaridaki iki érnegi birlestirerek, her x > 0 igin

lim (xm)"" = lim x'” lim n'/" =1,
n—o00 n—oo n—o00
buluruz.
Geometrik Dizi.
0, x| <1
. 1, x=1
lim x" =
n—oo +o00, x>1
yok, x=-1

Ispat. 0 < |x| <1 i¢in —a =1n|x| <0 oldugundan
. n _ . n\ _ . _ . -an _
,111_I}golx| = exp (lnnlglgolxl ) = exp(nll_{lc}onlnlxl) = ’111_{1306 =0.
Eger x> 1 ise
35>0,x>1+0 = x">1+6)">nd
lim,,—.oo 16 = 0o oldugundan sonug ¢ikar.

Ornek 14. I'Hopital kuralindan yararlanarak,

n

lim — = lim
n—oo n n—oo

x"Inx
=00, Vx>1

oldugunu gosterin.
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An+1 = L olsun. O halde L = 0 olur ve

18. Diziler I¢in Oran Testi: a;, pozitif bir dizi ve nlim
—00 an

lim a, =
n—oo

0, eger0<L<1
+oo, egerL>1

Eger L =1 ise bu test sonug vermez.

Ispat. L =0 oldugu barizdir. L < 1 olsun. O zaman r := L+ ¢ < 1 olacak sekilde bir e > 0

vardir. Limit tanimi geregi

E|N, an+1

—-L<e, Vn=N

an
olur. Yani
a1 <rayn, VYn=N

olur. Dolayisiyla 0 < an+m < r"ay olur. Ama 0 < r < 1 oldugundan lim,,,_..o 7™ = 0 (bkz.
geometrik dizi) olur. Ve

lim r"ay=ay lim r'"" =0,

m—oo m—oo
oldugundan, sikistirma teoremi geregi lim ;.o an+m = 0 olur. Dolayisiyla lim,_...a, =0
olur.

L> 1 durumunu siz gosterin.
Simdi L =1 oldugu durumda testin sonug vermedigini gorelim. a, = 3 sabit dizisi i¢cin L = 1

olur ve bu dizi yakinsar. a, = n dizisi i¢in de L = 1 olur ama bu dizi iraksar.

Ornek 15. Diziler icin oran testini kullanarak,

lim n%x" =0, Ix|<1, a>0
n—oo
ve
n
lim — =0, xeR
n—oo p!
oldugunu gosterin.

Ornek 16. lim,, ., ni,', = 0 oldugunu gosterin.

Coziim. Birinci yontem olarak diziler icin oran testini kullanarak gosterin. Ikinci yontem
olarak

olduguna dikkat ederek sikistirma teoremini kullanabiliriz.

Alistirmalar



1. Asagidaki dizilerin n — oo limitlerini her

x € Rigin bulun.

i) V/ 3nx+x?sinn

sin(ne* + n3)

ICINDEKILER

j
) 1+2nsinx — xn? vn
a
3+2n+e*n? « 3n'x
X ) ontx?
1+n2x% Inn
o 2x2n?2 +5 In(e*n+2)
n+e* (1 xz)n
m) In —
d) Vn2+2x2n—vVn2+1. n
X\ (1I+x)"
e) (1+—) . n)
n n
¢ n+cosx\" 7
) ( ) ' 2. x> 0igin — ' dizisinin 0 < x < e i¢in
x"n!
g Vn* iraksak, x > e icin 0’a yakinsak oldugunu

gosterin. Dizinin x = e i¢in davranisini

1/n
h) (e"x * ﬁx2+x4) arastirin. (bkz. Stirling formiilii)

Cevaplar: (1a) —x/e*, (1b) 0, (1c) V2x2, (1d) X2, (le) e*, (1f) eCos¥, (1g) 1, (1h) ¥, (1i) 3%, (1j)

0 (ipucu: sikistirma lemmasi), (1k) x # 0 ise 0, x = 0 ise 1 (ipucu: expln yontemi), (11) 1 (ipucu:

I'Hopital), (1m) In e =x2, (In) —2<x<0 icin 0, x > 0 i¢in +00, x < —2 icin yok.

2. Hafta. Noktasal Yakinsaklik

Tanim 2. @ # AcRve f,,: A= R, VneN olsun. {f,} _ dizisine bir fonksiyon dizisi denir.

neN

Fonksiyon dizileri icin bir¢ok farkli yakinsama tiirleri vardir. Biz bu derste bunlardan sadece
iki tanesi ile ilgilenecegiz. Diger yakinsama tiirleri fonksiyonel analiz dersinin konusudur.

Tanim 3. @ # AcR, f,,: A— R olsun. Her x € A icin {f,(x)} say: dizisi yakinsak ise { f,,} dizisi
f(x) =lim f;(x), xeA

olarak tanumlana noktasal limit fonksiyonuna A kiimesi iizerinde noktasal olarak yakinsar de-
nir.

Limitin tanimi geregi { f,} dizisi f fonksiyonuna A kiimesi iizerinde noktasal olarak yakinsak
ise
Ye>0, VxeA, 3INKeeN, Vaz=N |f(x)-f(x)|<e
sarti saglanir.
Asagida ornekler, noktasal yakinsamanin, fonksiyon dizisindeki siireklilik, sinirlilik, tiiretile-
bilirlik ve integrallenebilirlik gibi bir takim 6zellikleri, limit fonksiyona aktarmakta yetersiz kal-
digin gosterir.

1. Siirekli bir fonksiyon dizisinin noktasal limiti siireksiz olabilir. { f,,} dizisindeki her bir fonk-
siyon a noktasinda siirekli ise

;151331 fn(x) = fula)
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olur. Ayrica {f,,} dizisinin noktasal limiti f olsun.
Jim im0l im0
olabilir. Burada esitligin sol tarafi f(a) degerine, sag tarafi ise lim,_., f (x) limitine esittir.

Bu da iki ardisik limitin yer degistiremeyebilecegini soyler.

Ornek 17. f,(x) = x", 0 < x < 1 dizisinin noktasal limiti-
nin

0.8

0, 0<x<1 00

f(x) = r}ggofn(x) = { 0.4

1, x=1

0.2

oldugunu gésterin. Dolayisiyla

1= Jim 1= lim lim o0 # lim Jim fox) = lity f2)=0

Sekil 0.1: f,,(x) = x", x € [0,1]
dizisinin ilk 10 terimi.

. Siirekli sinirli fonksiyonlarin noktasal limiti siirekli ama sinirsiz olabilir.

Ornek 18.
Fol) n, O<x<l/n
X) =
" 1/x, 1l/n<x<1
olsun. Arsimed prensibi 0 < x < 1 icin AN € N, % < x, Vn = N oldugunu (6rnegin x = 0.11
ise N = 10 se¢ilebilir) yani f,(x) = 1/x, Vn = N oldugunu séyler. Dolay:styla

. 1
f(’C):,}E‘;of"(x)—;’ 0<x<l.

. Fonksiyonlarn tiirevlerinin (varsalar) noktasal limiti ile fonksiyonlarin noktasal limitinin
tiirevi (varsa) farkl olabilir. Yani

. d d .
Jim ——fu () # —— lim f(x)
olabilir.

Ornek 19. f,(x) = % xeR, neN.
flx)= r}l_{n fn(x) =0, VxeR.
ve
oo = lim ﬁcosO:r}im f10) # f'(0) =0.
—00

n—oo
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4. Fonksiyonlarin (belirli) integralinin noktasal limiti ile fonksiyonlarin noktasal limitinin
(belirli) integrali fakli olabilir. Yani

limffn(x)dx;éf (lim fn(x))dx
n—oo A A n—oo

olabilir.

Ornek 20. f,(x)=n?x(1-x*)",0<x<1,neN.
Once f(x) = lim,,_. fn(x) = 0 oldugunu gosterin. Sonra

0.2 0.4 0.6 0.8 1

1 nZ
‘/(; fn(x): 2_’00

2n+
Yani Sekil 0.2: f,(x) = n?x(1 -
. . x*)", x € [0,1] dizisinin ilk
0o = lim f Fa(x)dx # f (lim fu(x))dx=0 10 terimi. Fonksiyon dizisi

sifira noktasal olarak yakla-

2
sirken altlarindaki alan 57—

olarak sonsuza gidiyor.

Alstirmalar

Ornek 21. fn(x) = (1 + %)”, x € R dizisinin noktasal limit fonksiyonunun f(x) = e* oldugunu

gosterin.

Coziim. Eger

lim  f,(x)
n—oo, neR

limiti varsa

n—»loloI,I}zeN fn (X)

limiti de oldugunu ve iki limitin egit oldugunu gordiik.
Birinci limiti bulmak i¢in ifadenin logaritmasini alip L'Hospital kuralini kullanabiliriz.

. . l+3) =R
lim f,(x)= lim explnf,(x)=exp| lim ————|=exp —_— .
eR n—oo, neR

n—oo, n n—oo, neR 1
n
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Ornek 22. fn(x) = nsin (x_r:’), 0 < x < 1 dizisinin noktasal limit fonk-  °°
siyonunun 04
0, 0=<x<1 02

flx)= ’}iglc}ofn(x) = {1

, x=1 02 04 06 08 1

ldug hsterin. n
olaugunu gosterin Sekﬂ 0.3: fn(x) = nsin(%),

x € [0,1] dizisinin ilk 10 te-
rimi.

Coziim. Unlii|siny| <|y

, Vy e R esitsizliginden,

xl’l

0<|fn)|=nl|sinx"/n)|<n =|x|"

Bir onceki drnek ve sikistirma lemmasi nedeniyle, 0 < x < 1 iginlim,,_. | fn(x)| =0olur. x =1 igin
limite bakalim.

. _ .. sin(l/n)
Am fo(1) = lim —72 = =1
Slrxlx - 1

clinkiilimy_.

Ornek 23. h,(x) =sinnnx, x € [0,1] dizisi (0,1) araligindaki hicbir rasyonel x icin yakinsak de-
gildir.

Coziim. x = %, 0 < x < 1, k ve m aralarinda asal dogal sayilar olsun. Ornek olarak x = % icin
h,(3/5) dizisinin iraksak olduguna bakalim.

0=sin(37) = hs (g) = sin(67) = hyo (g) =---=sin(3nn) = hs, (g)
) e (B e (B e (3
0# sm(?) =hy; (5) = hy; (5) == hon+1 (5)

Yani{hy, (3)} dizisinin iki ayri limite sahip olan iki farkl alt dizisi vardur. Bu yiizden {h, (3)} dizi-
sinin limiti yoktur.
Yukaridaki drnegi genellestirecek olursak, 0 < k/ m < 1 ve k, m aralarinda asal olmak iizere,

sabit dizisinin limiti 0 ve
{h(kIm), home1 (kIm), hape (kKIm), ...}

sabit dizisinin limiti sin(kn/m) # 0dir (¢linkii 0 < k—n’; < 1). Dolayisiyla {h,(k/m) : n € N} dizisi-
nin iki ayri limiti olan iki farkli alt dizisi vardir ve dolayisiylalim,,_., h,(x) limiti yoktur.
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Uyar 1. 0 < x < 1 araligindaki her irrasyonel sayt icin yukaridaki dizinin raksadigr daha zor
bir problemdir ve iinlii Dirichlet Teoremi yardimuyla gosterilebilir, bkz. [Ergl5]. Dirichlet Teoremi
qgeR\Q,0< g<1ise,

{sin(ngn)}5_,
kiimesinin [-1,1] araliginda yogun oldugunu soyler. Yani (sin(nqn)) dizisinin [-1,1] araligin-
daki her sayuya istenilen kadar yakininda bir elemani vardar.

3. Hafta. Diizgiin Yakinsaklik: Tanim, Sup Norm ve Ornekler

fn, n € N dizisindeki fonksiyonlarin stireklilik, integrallenebilirlik ve tiirevlenebilirlik gibi bazi
onemli 6zelliklerin noktasal yakinsama altinda limit fonksiyonuna tasinamayabilecegini gor-
diik. Bu boliimde bu 6zellikleri limit fonksiyonuna tasiyan daha giiclii bir yakinsama tiirii olan
diizgilin yakinsamayi inceleyecegiz.

Tanim 4. @ # AcRolsun. f,: A= R, neN.
Eger bir f : A— R fonksiyonu igin

(Ve>0) (ANeN) (Ynz=N) |sup|fu(x)-f0)|<e
X€EA

kosulu gerceklenirse { f,,} dizisi f e A kiimesi iizerinde diizgiin yakinsar denir ve f, 4 f yazilir.

Sekil 0.4: Diizgiin yakinsamada her n = N i¢in f,;’in grafiginin f’in grafiginin bir e-seridi iceri-
sinde kalmasi gerekir.

Supremumun tanimindan,
(Ve>0) @ANeN) (Yn=N) (VxeA) |fulx)-f0)|<e

kosulunun da diizgiin yakinsaklik tanimindaki kosula esdeger oldugu goriilebilir.
Diizgiin yakinsama kosulunun, noktasal yakinsama kosulu olan

(Ve>0) (VxeA) @ANeN) (Vn=N) |fu(x)-fx)]<e

ile farkina dikkat edin. Noktasal yakinsama i¢in bulunmasi gereken NN sayis1 hem x hem de €’a
bagliyken, diizgilin yakinsamada N sayisi sadece €’a bagh olarak bulunmalidir.
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Sup Norm

Tanim 5. f: A— Rise
[714= 1171 =sup| s 0] € 10,c0]
X

genigletilmis sayisina f in sup normu denir.
Uyar 2.

1.
1= max{

Eger f tiirevlenebilir bir fonksiyon ve A kiimesi de bir kapali bir araliksa, sup . 4 f (x) ve
infye 4 f(x) degerlerini bulmak icin fonksiyonun kritik noktalarina ve araligin u¢ noktala-
rina bakmaliyiz.

sup f(x)|,|inf f(x)
XEA XeA

)

Ornek 24. f(x) = x3—12x -5 fonksiyonu icin ||f|| (3,3 = 21 oldugunu gosterin.

flr)=0 = x=42
f fonksiyonu max ve min degerlerini sinir noktalar: olan x = +3 ve kritik noktalar: olan
X = +2 noktalarinda alabilir.f (-3) =4, f(3) = —-14, f(-2) =11, f(2) = -21 oldugundan

sup f(x)= maxsf(x):14, inf f(x)= gningf(x):—ZI,
X< —3=X=<

—3<x<3 -3=< —-3<x<3

ve
I£lca= sup_ |0l =@ =21

2. Tamm geregi her x € A igin
[f@| =]
3. M =0 olmak iizere, her x € A igin | f(x)| < M ise || f|| , = M olur:

4. f:A— R fonksiyonu ancak ve ancak sinirliysa,

f”A < oo aksi halde ”f”A =00 olur.
5. Hf”A =0 ise her x € Aicin f(x) =0 olur.

6. Eger f fonksiyonu, kapali ve sinirli bir [a, b] araligi iizerinde siirekli ise f fonksiyonu [a, b]
iizerinde sinirlidir ve ||f|| (b < 00 olur. Hatta Oyle bir xo € [a, b] vardur ki ||f|| (b = |f(x0)|.
Zira | f| fonksiyonu da siireklidir ve maksimum degerini [a, b] araligi i¢indeki bir xo nok-
tasinda almak zorundadir. (bkz. siirekli fonksiyonlar igin ekstremum deger teoremi)

7. Sup norm, mutlak deger gibi ii¢cgen esitsizligini saglar. Yani eger [ ve g A kiimesi iizerinde
sinirlt ise, f+g||A < ||f||A + ||g||A olur.

Ispat. Her x € A icin

|f(0)+g(0)| = || +|gx)| < sup | )| +sup|g)| = | ]| ,+ &l 4»
XEA XeEA

oldugundan
|7 +8ll4=suplfe+g <[]+l
X
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8. Her a sabit say:si i¢in
laflla=1al]f]

olur.

Sup norm diizgiin yakinsamanin kolay bir tarifini verir.

Teorem 1. A kiimesi iizerinde f, 4 f ancak ve ancaklim,,_. || fn—f || 4=0.

Ispat. Her iki kosulun da
(Ye>0) AN) (Vnz=N) |fa-flls<e
sartina esdeger oldugu goriilebilir.

Yukaridaki teoremde yer alan lim, .o, || f — f|| , = 0 kosulu daha agik olarak sdyle yazilabilir
lim sup | f(x) - f(x)| =0
=0 xeA

Bir fonksiyon dizisi diizgiin yakinsaksa, noktasal yakinsaktir.

Teorem 2. {f,} dizisi A kiimesi iizerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinstyorsa, A kiimesi tizerinde
f fonksiyonuna noktasal yakinsar.

Ispat. x € Aolsun.0<|fu(x) - f(0)| < | fu - f|| 4 oldugundan velim, . || f - f| , = 0 oldugun-
dan, limy, .o | fn(x) — £ (0)| = 0 olur: Yanilim, o, fn(x) = f(x) olur.

Uyar 3. Teorem 2’nin sonuglarina bakalim.

1. {fu}nen dizisi ancak noktasal olarak yakinsadig: bir fonksiyona diizgiin olarak yakinsaya-
bilir.

2. {fa} nen dizisinin diizgiin yakinsayp yakinsamadigini bulmak igin éncelikle bu dizinin
noktasal limit fonksiyonu olan f fonksiyonunu bulup daha sonralim, . || fo — f|| 4 limi-
tine bakmaliyiz. Bu limit sifirsa dizi diizgiin yakinsar, degilse (yani yoksa veya varsa ama
sifir degilse) diizgiin yakinsamaz.

Teorem 2'deki 6nermenin tersi dogru olmayabilir. Yani noktasal yakinsayan bir dizi diizgiin
yakinsamayabilir. Bunun sebebi sudur: Eger {f,} dizisi A kiimesinde noktasal olarak f fonksi-
yonuna yakinsiyorsa, her x € A icin yakinsama hizi farkl olabilir.

Ornek 25. f,(x) = x", x € [0,1) dizisinin noktasal limiti f (x) = 0 olur. Her n € N igin

”f”_f”[O,l) = ”f””[o,l) = sup |x"|=1
x€[0,1)

oldugundan (bkz.22) im,—.co || fu = f| 0.1, # 0 olur. Yani {f,} dizisi f’e noktasal olarak yakinsar
ama diizgiin olarak yakinsamaz.

Bir A kiimesi lizerinde diizgiin yakinsak olmayan bir fonksiyon dizisi, A'nin bir alt kiimesi
tizerinde diizgiin yakinsak olabilir. Bunu gormek icin yukaridaki 6rnegi biraz degistirelim.
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Ornek 26. f,(x) = x", dizisinin x € [0,0.99] araliginda diizgiin yakinsak oldugunu gosterelim.
Bu durumda f = 0 olmak iizere

”fn _f“ [0,0.99] ~ ”fn ” (0,099 — Sup |xn| =(0.99)"
x€[0,0.99]

oldugundan im .o | fu = f | (0,0.99 = 0 0lur: Yani {f,} dizisi f = 0 fonksiyonuna diizgiin olarak
yakinsar.

Teorem 3. a € R ve f,,(x) = n*x" olsun.

1. Hig¢bir—1< a<1 i¢in A= |a,l) kiimesi iizerinde bu |
dizi diizgiin yakinsamaz. i

2. Her0 < a <1 i¢cin A = [—a,al kiimesi iizerinde bu
dizi diizgiin yakinsar. Y

dizisi (—1,1) aralig1 tizerinde noktasal olarak sifir fonksi-

yonuna yakinsar. Her 0 < a < 1 igin bu yakinsama [—a, a Sekil 0.5: f,(x) = n?x", x €
iizerinde diizgiin ama (a, 1) araliginda diizgiin degildir. [0, 1] dizisinin ilk 10 terimi.
ispat.

lim n%x" =0
n—o0

olur. Yani Diziler i¢cin oran testini uygularsaklim,_., |n®x"| = 0 buluruz. Yani f,,(x) = n*x" dizi-
sinin noktasal limiti f (x) = 0 olur. Buyakinsama—1 < a < 1 i¢in [a, 1) araliginda diizgiin degildir.
Zira

”fn_f”[a,l) = ”fn” [a,1) — SUP |naxn| =n%sup|x|"=n-1
|x|<1 |x|<1

ve

lim. 1fo=£llar) = Jlim 7% = oco.

Ornek olarak a = 2 durumunda dizinin ilk terimleri i¢in bakiniz Sekil 0.5.

Ornek 27. h,(x) = x"(1-x), x € [0,1] dizisinin diizgiin ve
noktasal yakinsakligini inceleyelim.

Sekil 0.6: f,(x) = x(1 — x),
x € [0,1] dizisinin ilk 10 te-
rimi.

Coziim. Her x € [0,1] i¢inlim,_ h,(x) = h(x) = 0 oldugunu gosterin.
h)(x) = x""Y(n— (n+1)x) oldugundan

K (x)=0 = x:OUeyax:L
" n+1
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n

-1 1) araliginda azalan oldu-

Tiirevin isaretini inceleyerek hy, lerin, (0, -5) araliginda artan, (
gunu gosterin. Yani

OI;IJ?le hy(x) = hy (%)

ve
n
1 hn = Rl = 1hnllo1) = OSSIJJCIS)1 |hp(x)| = Ossggl hy,(x) = [max h,(x) = h, (m)
n n \n n 1 1
h = ]_— = .
n(n+1) (n+1)( n+1) (1+1)" n+1
ve

) n 1
r%l—g}ohn(n+1) - ;.0_0
Dolayistylalimy,_.o | by, — Bl (g 1) = 0 ve yakinsama diizgiin olur.

Diizgiin yakinsaklig1 incelemek icin || fn—f || 4 sayllarii tam olarak belirlemektense, bir tist
sinirlarinin sifira gittigini gostermek yeterlidir. Bir 6rnekle gorelim.

Ornek 28. f,(x) = #, x € A=0,1] dizisinin diizgiin yakinsakligini inceleyin.

Coziim. Dizinin noktasal limit fonksiyonu f(x) = 0 olur. ”f””[O,I] < # oldugundan 10,1] iize-

rinde [, <0 olur.

4. Hafta. Diizgiin Yakinsakhigin Ozellikleri

Teorem 4. f,,: AcR— R olsun.

1. Bc Aiseve{fy,} dizisi A kiimesinde f fonksiyonuna diizgiin yakinstyorsa B kiimesi iize-
rinde de fye diizgiin yakinsar.

2. Eger{f,} dizisi hem A kiimesinde hem B kiimesinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsiyorsa
AU B kiimesi lizerinde de f fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

Ispat. Bu ispatlari gosterin.

Ornek 29. {f,} dizisi (2,10) araliginda diizgiin yakinsak ise [3,5] araliginda da diizgiin yakin-
saktir. Ayrica (6,12] iizerinde de diizgiin yakinsaksa (2,10) U (6,12] = (2,12] iizerinde de diizgiin
yakinsak olur.

Diizgiin yakinsaklik 6zelligi dizilerin toplanmas: ve skalerle carpilmasinda korunur (ama
carpma ve bolmelerinde genellikle korunmaz).

Teorem 5. Eger a,b sabit sayilarsa, bir A kiimesi iizerinde f, 4 f vegn 4 giseaf,+bgn 4
af +bg veolur.

Ispat. Sup normun ézelliklerini kullanirsak

|afn+bgn—(af +be)| ,=lal| fu~f],+1Dl]gn =gl

oldugu goriiliir.
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Ornek 30. Daha once [0,1] iizerinde ﬁ 4 Ovex"(1-x) 4 0 oldugunu gordiik. Ayrica h,(x) =
8+ x° dizisi de h(x) = 8 + x3 fonksiyonuna diizgiin yakinsar. Dolayisiyla bir énceki teorem nede-
niyle [0,1] iizerinde f,,(x) = =2X5 —2x™(1 — x) + 8 + x° dizisi f(x) = 8 + x° fonksiyonuna diizgiin

X2+ n?
yakinsar.

Gectigimiz boliimde noktasal yakinsakligin dizideki siirekliligi, integrallenebilirligi ve tiirev-
lenebilirligi limitte koruyamadigini gordiik. Bu boéliimde bu 6zellikleri koruyan daha giiclii bir
yakinsama tiirii gérecegiz.

Siireklilik

Diizgiin yakinsaklik stirekliligi korur. Yani dizideki her fonksiyon (nihai olarak) siirekli ise limit
fonksiyonu da siireklidir.

Teorem 6. Her n € N icin, f,, : A — R fonksiyonu siirekli ve A iizerinde f, 4 f ise, [ fonksiyonu
da A iizerinde siireklidir.

Ispat. Bu teorem § argiimaniyla ispatlanabilir. xo € A vee >0 olsun.
lx=x0l <=6 = |f0) - flxo)| <€
kosulunu saglayan bir 6 > 0 bulmak istiyoruz.

1. fler f’e diizgiin yakinsadigindan 6yle bir N € N vardur ki
€
v rlla<s

2. fn xoda ssiirekli oldugundan oyle bir 6 (€) > 0 vardir ki
€

Ix—x0l <6 = |fv(x) = fv(xo)| < 3

olur.
Simdi |x — xo| < 6 ise

|f(0) = fxo)| < |F0) = fn@)] + | fv(x0) = fn (o) | + | fi (x0) = f (o) |
€
<|F=swla+3+lf=fulla=e

Yani siirekli fonksiyonlardan olusan bir dizinin noktasal limiti siireksiz ise bu yakinsama
diizgiin olamaz.

Ornek 31. Ornegin f,(x) = x", x € [0, 1] dizisi diizgiin yakinsamaz zira f,, ler siireklidir ama limit

fonksiyon
0, 0=sx<1
X)) =
) {1, x=1

stireksizdir.
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Ornek 32. f,(x) = [0,1].

—_—, X €
1+ (nx-1)2
Goziim. lim,_q f,,(0) = 3.

1

0<x<1=>nx—oo0—=nx—1—-o00 = 1+(nx—1)2—>oo=> _— -
1+ (nx-1)2

0

Yani
x=0

1
0= roo=

0, O<x=<l1

fn'ler siirekli ama f siireksiz oldugundan yakinsama diizgiin olamaz.

0.8 |
0.6 ]
0.4 |

0.2 1

1
Sekil 0.7: f,(x) = m, x € [0,1] dizisinin ilk 10 terimi.

+(

Sinirlilik

Diizgiin yakinsaklik sinirlilig1 korur. Yani sinirh fonksiyonlardan olusan bir dizinin diizgiin ya-
kinsak limiti sinirhdir.

Teorem 7. Her n € N icin, f,,: A — R fonksiyonu sinirli (yani ||fn ||A <o) ve A lizerinde f, 4 f
ise, [ fonksiyonu da A iizerinde sinirlidir (yani ||f||A < 00).

Ispat. Diizgiin yakinsaklik geregi,
ANeN, | f-full,=1
fN”A <M.

Il If=fulla+lfllas1+M

Bu teoremin bir sonucu sudur: Eger sinirli fonksiyonlar sinirli olmayan bir fonksiyona nok-
tasal olarak yakinsarsa bu yakinsama diizgiin olamaz.

Ayrica fn sinirli oldugundan oyle bir M > 0 vardir ki, |

Ornek 33. f;,(x) = "
nx+

bu yakinsama diizgiin olamaz. Ciinkii her f,, sinirlidir (x € (0,1) i¢cin |fn(x)| < n oldugunu goste-
rin) ama limit fonksiyon sinirsizdir.

T x € (0,1) dizisi f(x) = % fonksiyonuna noktasal olarak yakinsar ama
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10 ¢

Sekil 0.8: f,,(x) = —2=, x € (0, 1) dizisinin ilk 10 terimi.

nx+1’

Bir 6nceki teoremde dizideki her fonksiyonun ayni sayiyla sinirli oldugunu varsaymiyoruz.
Eger her n € N icin || fn” 4 = M olsaydi, noktasal limit fonksiyonu f i¢in de || f || 4 = M olurdu.
Yani f’de sinirli olurdu.

Ornek 34. (0,1) araligi iizerinde f(x) = 1/ x fonksiyonuna diizgiin yakinsayan bir polinom dizisi
olamaz. Gosterin.

Riemann Integrallenebilirlik

Teorem 8. [a, b] kapali araligi iizerinde f, 4 f veherneN icin f,, [a, bl araligt iizerinde siirekli
olsun. Bu durumda

b b b
’llggof fn(x)dx:f (r}i_r}gofn(x))dx:f fodx

olur.
(Aslinda bu teorem f;, ler sadece Riemann integrallenebilir ise de dogrudur. Ama teoremin bu
versiyonu daha az teknik detay igerir.)

Ispat. Diizgiin yakinsama nedeniyle f fonksiyonu [a, b] kapali araliginda siirekli olur. Kapali bir
aralik iizerinde siirekli bir fonksiyonun integrallenebilir oldugunu onceki analiz derslerinden bi-
liyoruz. (Eger f, leri siirekli kabul etmemis olsaydik, f’in integrallenebilir oldugunu gostermemiz
gerekirdi.)

b b
< [ Vo= reldxs [ 1= iy = G-l i

b
f (fn(x) = f(x)dx

| fu= £l (a5 — O oldugundan

ff(fn(x) —f(X))dx) — 0 olur.

Eger integral aralig1 sinirsiz ise (bkz. ileride gérecegimiz has olmayan integraller béliimii)
yukaridaki teorem gegcerli degildir.

Ornek 35. Ornegin [;° f(x)dx =1 olan sumurl bir f fonksiyonu alalim. Mesela f (x) = xe™* olsun.
Bu durumda f,(x) = % f(x/n) dizisi 0 fonksiyonuna diizgiin yakinsar. Ama

limf lf(x/n)dx: limf fxX)dx=1#0.
0o n n—oo Jo

n—oo
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Ornek 36. Asagidaki limitlerin once var oldugunu ispatlayin ve sonra limitleri hesaplayin.

1
. 2
1. lim X Mdx

n—o0 -1
) 2 nx®+3
2. lim 3 X
n—oo )1 x3+nx
. 2 1
3. lim ——dx

n—cojo 14 x24 X
n

Tiirevlenebilirlik

Tirevlenebilir fonksiyonlarin diizgiin yakinsak limiti genel olarak tiirevlenebilir olmayabilir. Zira
iki fonksiyonun grafikleri birbirine yakin olsa bile tiirevlerinin grafikleri yakin olmayabilir. Orne-
gin fonksiyonlardan biri sabit digeri ondan uzaklasmadan, etrafinda hizh bir sekilde saliniyorsa.

0.8 1
0.6 1
04+

0.2 ¢

0.‘2 0:4 0.‘6 0:8 1

Sekil 0.9: f(x) = x, ve g(x) = x + g5 sin(100x) fonksiyonlar birbirine “yakinken” (|| f - g|| o1 =
1/50), tiirevleri birbirine “uzak” (|| f' - g’|| = 2) olur.

sinn?x

Ornek 37. f,(x) =

, X € [0,1], n € N dizisi f(x) = 0 fonksiyonuna diizgiin yakinsar ama

f1(x) = ncos(n?x) fonksiyonu [0,1] iizerinde noktasal olarak yakinsamaz. Ornegin,
[0 =n—o0

olur.

Yani diizgiin yakinsak ve tiiretilebilir bir fonksiyon dizisinin tiirev dizisi { f},(x)} noktasal ola-
rak bile yakinsamayabilir.

Ornek 38. f,(x) = %, x € R dizisi f(x) = 0 fonksiyonuna diizgiin yakinsar. 2ab < a® + b?
nx
esitsizliginden yararlanarak

Xl 2 1-vmlxl _ @P4nta) 1
1+n2x2  2yn(l+n2x2) ~ 2yn1+n2x?)  2yn

|fn(x)| =
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y . . . d
oldugunu gosterebiliriz. Yani ||fn ||IRE < ﬁ —0ve f, — 0 olur.
2
frx) = (11;%2)2 tiirev dizisi noktasal olarak
0, x#0
(x) =
g { I, x=0

fonksiyonuna yakinsar. Dolayisiyla f), — g yakinsamast (siirekli fonksiyonlarin diizgiin limitinin
stirekli olmas gerektigi i¢cin) diizgiin olamaz.

=0

x=1

a .. . d
0= E r}I_IEOfn(x) - # nh_r’goafn(x)
Yani diizgiin yakinsak ve tiiretilebilir bir fonksiyon dizisinin, tiirev dizisi noktasal olarak ya-
kinsasa bile tiirev dizisinin limiti (g fonksiyonu) ile dizinin limitinin tiirevi (f' fonksiyonu) ayni
olmayabilir. Bagka bir deyisle

d . . d
2 fn(0) # lim = fn (0

olabilir.

Teorem 9. Her n € N icin f, : [a,b] — R tiiretilebilir ve f), siirekli olsun. Eger [a, b] araligindaki
bir xo noktast icin { f,,(x0)} dizisi yakinsak ve {f,} dizisi [a, b] iizerinde diizgiin yakinsak ise

df,, . d
(x)_dxr}

lim
n—oo dx

olur.
(Aslinda bu teorem f), stirekli olmasa da gegerlidir. Ama teoremin bu versiyonu daha az teknik
detay icerir. Teoremin bu seklinin ispati i¢in bkz. [Ergl5].)
Ispat. lim,_, [, (xo) = c € R ve[a, b] iizerinde f}, LA g ve ), fonksiyonlari siirekli olsun. Her n € N
icin
X
fa(0) = fulxg) + | frOdt
Xo

yazabiliriz.
f) = lim fo(x) = lim (fn(x0)+f f,;(t)dt)
(e.0] n—oo Xo

olarak tanimlayalim. f), 4 g oldugundan

X X X
limf f,’l(t)dt:f lim f,;(t)dt:f g(ndt
n—oo X0 X0 n—oo Xo

oldugunu biliyoruz. Dolayistyla
X
fx) = c+f gndte
X0

olur.
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Ayrica {f} dizisi siirekli fonksiyonlardan olustugundan diizgiin yakinsak limiti g de siirekli-
dir. g siirekli oldugundan analizin temel teoremi bize f;f) g(t)dt fonksiyonunun tiiretilebilir ol-
dugunu ve

ifx (dt=g(x)
x ), 80dr=g

oldugunu soyler.
Yani

ilimf(x)—f’(x)—ifx (ndt=g(x)= lim if (x)
dx n—oo”" Cdx xog -8 ~n—codx’"
anlamina gelir.

Uyan 4. Yukaridaki ispatta {f,} dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsadig: gosterilebilir. Bu-
nun igin F,(x) = f;; fr(t)dt olarak tanimlanan fonksiyon dizisinin G(x) = f;f) g(t)dt fonksiyo-
nuna diizgiin yakinsadig gosterilmelidir. Bu durumda {f,} = {fn(x0) + F} diziside f = c+ G
fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

Diizgiin yakinsaklikla ilgili bir test

Teorem 10. A iizerinde f;, 4 f olsun. Eger f,,’ler siirekli ise ve {x,} c A, lim;_.oo X, = Xo € A ise
lim_ £ (xn) = f(x0) = f(HIm xy,)

Ispat.

| F(x0) = fuxn)| < | f(x0) = fxn) | + | Fxn) = faxn)| < | f(x0) = Fxn) | + || f = full 4

Daha sonra gérecegimiz gibi siirekli f, fonksiyonlari, f’e diizgiin yakinsarsa f de siireklidir. f
stirekli oldugundan lim,_ , f(x) = f(xo) ve dolayisiysla lim,,_.o | fxo)—f (xn)| = 0 olur. Ayrica

fo 2 £ oldugundan limy_..o | fn— £ 4 = 0 olur. Dolayisiyla yukaridaki bagintida limit alip, si-
kistirma teoremini kullanirsak lim,,—. | f(x0) — fn(xn)| =0 ¢ikar.

Bu teoremin kontrapozitifi, bir fonksiyon dizisinin noktasal limitine diizgiin yakinsamadi-
ginm1 gostermekte cok kullanish bir kosul sunar. Bir 6rnekle gorelim.

2

Ornek 39. g,(x) = ,x€[0,1].

X2+ (nx—1)2
Coziim. Her x € [0,1] i¢inlim,_ g, (x) = g(x) = 0 oldugunu gosterin.

lim g,(1/m) =1# g(0) =0

oldugundan yukaridaki teoreme gore yakinsama diizgiin olamaz.
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5. Hafta. Diizgiin yakinsamayla ilgili alistirmalar

Bir f fonksiyonuna A kiimesi {izerinde noktasal olarak yakinsayan bir f;, dizisinin diizgiin ya-
kinsakligini incelemek icin asagidaki yontemler kullanilabilir.

1. Tiirev yontemi. || f, — f|| , = supyea | fn(x) — f(x)| degerini bulmak igin f,(x) — f'(x) = 0
denklemi ¢oziilerek, kritik noktalar hesaplanir. Eger A kiimesi kapali bir aralik ise, bu sup-
remum ya kritik noktalarda ya da araligin u¢ noktalarinda ortaya ¢ikmalidir. Eger A kiimesi
kapl bir aralik degil ise, tiirevin isareti incelenerek fonksiyonun artan/azalan oldugu ara-
liklar belirlenerek, supremum deger belirlenebilir. Bu yontemi kullanarak, dizinin diizgiin
yakinsak olup olmadig gosterilebilir.

2. Deger koyma yontemi. Supremum ifadesinde n’ye baglh bir x degeri konularak,
Ifn=flla= sup | fn(x) = FO)] = | frlxn) = fxn)]
X€e

elde edilir. En sagdaki ifadenin sifira gitmedigi gosterilebilirse, dizi diizgiin yakinsak ola-
maz. Bu yontem kullanilarak bir dizinin sadece diizgiin yakinsamadig: gosterilebilir.

3. Esitsizlikler kullanmak. Cauchy-Schwarz gibi esitsizlikler yardimiyla

| fu= Fll o =sup|ful®) - f0)| < an
xeA

oldugunu gostermis olalim. Eger lim,,—oo a,, = 0 ise lim,—o || f — f|| , = 0 ve dizi diizgiin
yakinsak olur. Eger lim,,_. @, # 0 ise dizinin diizgiin yakinsaklig1 hakkinda bir sey soyle-
nemez.

I fn=Fll 4 =sup| fn(0) = F(0)| 2 bp =0
X€EA

olsun. Eger lim,,_.o by, # 0 ise lim,,_. || fn=f || 4 # 0 olur ve dizi diizgiin yakinsak olamaz.
Eger lim,,_.o, b, = 0 ise dizinin diizgiin yakinsakligi hakkinda bir sey sdylenemez.

Asagidaki fonksiyonlarin verilen aralik tizerindeki noktasal ve diizgiin yakinsakliklarini aras-
tirmiz.

2

Ornek 40. g,(x) = x€[0,1].

x2+ (nx-1)%’

Sekil 0.10: fn(x) =
2

Y x e 01

X2+ (nx-12" ’

dizisinin ilk 10 terimi.
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Coziim. Her x € [0,1] icinlim,_, gn(x) = g(x) = 0 oldugunu gosterin.
Her neN igin
|&n—gll =l gnll = [g.1/m)| =1

Dolayistylalim,,_.o || gn— g|| # 0 oldugundan yakinsama diizgiin degildir.

Ornek 41. f,(x) = nx""(1 - x), x € [0,1] dizisinin diizgiin
ve noktasal yakinsakligini inceleyelim.

Sekil 0.11: f,,(x) = nx"(1-x),
x € [0,1] dizisinin ilk 10 te-
rimi.

Coziim. lim,_ (1) =0. Ayrica0 < x < 1 i¢in Teorem 3 sebebiylelim,,_., f,,(x) = 0. Dolayisiyla
lim; oo fn(x) = f(x) =0, x€[0,1] olur.
n

f,’l(x) =nx"1(n-n+1)x) =0 ancak ve ancak x =0, x = —- 1. tiirev analizi

n ) n 1

1= Fllon :OSSI;IS)an(x” =0rggllfn(x)l = max fu(x) :f”(n+1 T+l (1+1)"

oldugunu gosterir.
. 1
,}l_l,lolo”fn_f”[o,l] = 1'; 70
Yani yakinsama diizgiin degildir.

Ornek 42. Sabit bir 0 < a < 1 igin f,(x) = nx"*(1 - x), x € [0,al dizisinin diizgiin ve noktasal
yakinsakligini inceleyelim.

Coziim. f,,'in [0, 5] araliginda artan bir fonksiyon oldugunu gordiik. {5} dizisi artan bir di-
zidir ve limiti birdir. Yani 6yle bir N € N vardir ki her n = N igin -5 > a ve dolayisiyla hern = N

icin || full\9 o = fu(@ = na" (1 - @) olur. na"(1 - a) — 0 oldugundan f, <.

7\
.. \\
Ornek 43. g,(x) = n?x"(1 - x)3, x € [0,1] dizisi- \
nin noktasal ve diizgiin yakinsakligini inceleye- *“
lim.

Sekil 0.12: g, (x) = n?x"(1 — x)3, x € [0,1] dizisi-
nin ilk 10 terimi.
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Coziim. Onceliklelim,,_.o. g, (x) = g(x) = 0 oldugunu gosterin. Daha sonra

-5 n2 o1 1 ; 1
=3%(—] — —3%1.0-5 =0
n+3/ (n+3) (1+2)" e

”gn_g” :gn(n+3

oldugunu gésterin. Yani yakinsama diizgiindiir.

Ornek 44. f,(x) = x—:(l —x), x € [0,1] olsun. {f,,} ve{f,} dizilerinin yakinsakligini inceleyin.

e nx
Ornek 45. h,(x) = ——, x€[0,1]. ,,
1+nx =

Sekil 0.13: h,(x) = )
1+nx
x € [0,1] dizisinin ilk terim-

leri.
Coziim. lim,_. h,(x) = h(x) = x, x € [0, 1] oldugunu gosterin.
1~ Rl - S
—h| = su —-x|= su = su =
" Osxlsjl 1+nx Osxls)l 1+nx 05x21 % +n 1l+n

Yani ||h, — k|l — 0 olur ve yakinsama diizgiindiir.

sinn?x

Ornek 46. f,(x) = ,x€(0,1).

sinn?x
kil 0.14: = )
Se 1 fn(x) X

x € [0,1] dizisinin ilk terim-
leri.

Goziim. 0 < |f,(x)| < - oldugundanlim, o f,(x) = f(x) =0, Yx € (0,1) olur.

sinl
1
n

=nsinl

| fn= £l = |fa0/0)] =

Dolayisiylalim, .o || f = f|| = 0o olur ve yakinsama diizgiin olmaz.

. nx N . o . .
Ornek 47. g,(x) = Tt i x € [0,1] dizisinin diizgiin yakinsakligini inceleyin.
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Coziim.
nx n
|gn(X)] = gn(x) < i S NI
oldugundan || g | o1, < & — 0 yani g, <0 olur.

Ornek 48. f,(x) = (1+2)", x € R dizisinin diizgiin yakinsakliginy inceleyin.

oziim. Ornek 21'delim,;,_.o fn(x) = f(x) = e* oldugunu gormiistiik.
8 8

(3]

= Flle = | fut) = fm)| = 2= "] =2" 1=

Yani yakinsama diizgiin degildir. Ayni dizinin bir M > 0 i¢cin [- M, M| araligi iizerinde yakinsak-
ligini inceleyin.

Ornek 49. f,,(x) =nln (1 + %2), x € R dizisinin diizgiin yakinsakligini inceleyin.

Coziim.
lim f,(x) = f(x) = x°

oldugunu gésterin. Bu yakinsama R iizerinde diizgiin degildir. Ciinkii

Ifo=fllg= | fn(V) = f(Vm)|=Inln2—-n|=nln@-1) — oo
Ornek 50. f,(x) = ﬁ, x € R dizisinin diizgiin yakinsakligini inceleyin.
Coziim.

| x| nixl _ n®+ x? 1
x2+n?2 n(x2+n?  2nn2+x%) 2n

|fn (x)l =
oldugu gosterilebilir. Yani || fn HR — 0 veR iizerinde f, <0 olur.
Ornek 51. f,(x) = arctan (ﬁ), x € R dizisinin diizgiin yakinsakligini inceleyin.

Coziim. Once Ortalama Deger Teoremi yardimuyla her x € R icin |arctan x| < | x| oldugunu géste-
relim. Herhangi bir x # 0 igin, dyle bir ¢ € R vardir ki

l|arctan x — arctan 0| d
=0l = |— |y=c arctanx| = |arctan x| =
x —

X
dx 1+c2| |

olur1/(1+c®) <1 oldugundan |arctan x| < |x| olur.
Simdi Ornek 50 yardvmuyla || f, ||, — 0 oldugunu bulun.

Ornek 52. f,(x) =

L dizisi icin
1+x2+2-

1
lim f fn(x)dx
n—oo 0

limitini hesaplayin.
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Goziim. Noktasal limit fonksiyonunun f(x) = 1 oldugunu gormek kolay amd || f - fu| o1,

normunu hesaplamak zor. Bu normu hesaplamak yerine her x € [0,1] i¢in

1 A 1 14 1
) = O < o e S R AT 00 S 050~ n

olduguna dikkat edersek
1
| fn = f o,y = P

buluruz. Bu da{f,} dizisinin f fonksiyonuna[0,1] iizerinde diizgiin yakinsadigini gisterir. Artik
integralin limitini alabiliriz.

1 1 1
,}1_{20[0 fn(X)dx=f0 ’}Elgofn(X)dx:f() 1_chdx:arctan(l)—arctan(O) :%.

Alistirmalar

1. Mustafa Balci, Konu 1.1, Sorular: 1-6.
2. Mustafa Balci, Konu 1.2, Sorular: 1-5.
3. Mustafa Balci, Konu 1.3, Sorular: 1-8.

4. Verilen A kiimesi lizerinde f;, dizisinin noktasal ve diizgiin yakinsakligini inceleyin.
1
a) fulx)= nln(l + —), A=10,00).
nx

X
b) fn(x):m,AZ[O,oo).
Q) fulx)=n*x"(1-x)? A=10,1].
X
d) fn(x):“_—nzxz,A=[R.

sinnx
e) fu(x)= — A=(0,2).
e‘n

2
nx

Cevaplar: (4f) noktasal limit 0 (ipucu: L'Hospital), diizgiin yakinsamaz.

6. Hafta. Fonksiyon Serilerinde Noktasal Yakinsama

Limsup ve Liminf

Limsup ve liminf kavramlari, alt limit ve tist limit olarak da bilinir.

R = R U {+o0} kiimesine genisletilmis reel say1 kiimesi diyecegiz.

Alt Diziler n; € N dizisi kesin artan bir dizi yani n; < np < --- olsun. Bu durumda {x,, } ., di-
zisine {x,} dizisinin alt dizisi denir. Ornegin (x3,,+1) nen = {X4, X7, X10, ...} Ve (X2n) = {X2, X4, Xg, ...}
dizileri, {x,},en dizisinin birer alt dizileridir.
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Bir (x,) reel say1 dizisinin herhangi bir alt dizisinin R icinde bir limiti varsa, bu limite dizinin
bir yigilma noktasi denir. Neden burada R yerine R kiimesinde yi1gilma noktasi artyoruz? Ciinkii
bir dizinin R icide limiti olan hicbir alt dizisi olmayabilir. Ornegin x,, = n.

lirrk infx, = (x,) dizisinin y1g1lma noktalarinin en kii¢tigiidiir

limsup x, = (x,) dizisinin y181lma noktalarinin en biytigiidiir
n

Bu tanmim geregi, (x,) dizisinin liminf, x,, ve limsup,, x,, degerlerine yakinsayan birer alt dizisi
mutlaka vardir.

1. Her (x,) dizisi i¢in

—oo < liminfx, <limsup x, <oco
n n

olur.
2. Dizinin sadece bir tane yi1g1lma noktasi varsa, o yigilma noktasi dizinin ayn1 zamanda li-
mitidir.

lim x, = LeR < liminfx, = limsupx, =L
n—oo n n

3. limsup,, x, = Lise her M > Licin, dizinin M’den biiyiik en fazla sonlu sayida terimi vardir
(veya hic yoktur). Benzer sekilde liminf, x,, = Lise her M < L icin, dizinin M’'den kiiciik en
fazla sonlu sayida terimi vardir (veya hi¢ yoktur).

4. Her (x,) dizisi icin
limsup x, = max{limsup x,,, limsup x2,,+1}
n n n

ve
liminfx, = min{liminf x,,,liminfx,, }
n n n

olur.
5. Her (x,) dizisi icin ve ¢ > 0 ise
limsup cx, = climsup x,, liminfcx, = climinfx,
n n

ve c<(ise

limsup cx;, = climinfx,, liminfcx, = climsup xj,
n n

olur.

Ornek 53. x, = (-1)" (1+ 1) olsun. xo, = 1+ 5= — 1 ve Xpp41 = —1— 527 — —1 olur. Yani dizinin
iki yigilma noktasi vardir veliminfx,, = —1, limsup x,, = 1 olur, lim,,_., x, ise yoktur.

Ornek54. x, = n°™"'? olsun. x5, =1 — 1, X4p-1 = 4n+1 — 0 ve x4,_3 =4n—3 — oo oldugundan
dizinin ii¢ yigilma noktast vardir. liminf, x, = 0, limsup,, x,, = co olur. Dizinin limiti yoktur.

Alhstirmalar
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1. Asagidaki dizilerin iist ve alt limitlerini alttan siirsiz olmasidir. limsup,, x,, = co
belirleyin. olmasi icin gerek ve yeter kosul (x,,) dizi-
sinin tistten sinirsiz olmasidir. Gosterin.

a) x1=0, Xom = 2L, Xppe1 = 5+ Xom
1 4. (Opsiyonel soru) p,, n. asal sayr ol-
b) x,= {m’ n tek ’ sun. Sayillar kuramindaki bir sam
1, n cift (heniiz ispatlanmamis onerme)
liminf,_.o(pn+1 — prn) = 2 oldugunu soy-

) X, = gncos(4%)
ler. Bir baska deyisle aralarindaki fark

d x,= (1 + #)n 2 olan sonsuz tane asal say1 vardir. Ote
yandan limsup,,_, ., (pn+1 — pn) = oo ol-
2. (Opsiyonel soru) Herhangi bir (xy,,) alt dugu bilinmektedir. Bu konuyu arastirin.

dizisi icin )
5. (Opsiyonel soru) Unlii Dirichlet teoremi,
liminfx, <liminfx, <limsupx,, <limsupx, eger x € (0,1) bir irrasyonel say1 ise,
n n

n n [-1,1] arahgindaki her sayinin x, =

oldugunu gosterin. sin(nx) dizisinin bir yigilma noktasi ol-

dugunu soyler. Bu dizi i¢in limsup x,, =

3. (Opsiyonel soru) liminfx, = —oco olmasi 1, liminfx, = —1 ve lim x,, yoktur. Arasti-
icin gerek ve yeter kosul (x,) dizisinin rin.

Fonksiyon Serilerinin Noktasal Yakinsaklig:

1. Eger s, = ¥.}_, a kismi toplamlar dizisi yakinsaksa }{”, ai serisine yakinsak seri denir
ve

00 n

yazilir. Eger kismi toplamlar dizisi iraksa, seriye de raksak seri denir.

Ornek 55. Y°° | (-1)" serisi wraksaktw, ¢iinkii kismi toplam dizisi
(-1,-1+1,-1+1-1,---}={-1,0,-1,---}

iki farkli limite sahip iki alt diziye sahiptir.

2. Y2, apserisiyakinsakise her n € Nicin r,, = Z%": 141 @k serisi de yakinsaktir ve limy, .o 'y =

0 olur.
ispat.
(0, 0)
Tp=—S,+ Z ay
k=1
ve

o0 oo o0
lim rp= lim —s,+ ) ax=—)_ ar+ ) ax=0
oo o0 k=1 k=1 k=1

3. X0u,anve X5, by serileri yakinsak ise }_37 | (a,, + by,) serisi de yakinsak olur ve

Z(an“‘bn): Z ap = Z by
= n=1 n=1

n=1
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olur. Ayrica her c € Ricin }-57 | cay, serisi de yakinsak olur ve

(o) 00
Z cdy==¢C Z an
n=1 n=1

olur.

. X0. Gn — apy serisine teleskopik seri denir. Teleskopik seriler eger a, yakinsak bir dizi

ise a; — lim,,_, a, sayisina yakinsar. Eger a, dizisi yakinsak degilse seri de iraksar.

Ornek 56.
& 1 & (n(n+2))
SE— Z In| —=
= nn+1) = \(n+1)?

serilerini teleskopik seri formuna getirerek toplamlarini bulun.

Ornek 57. ¥ (x" — x"~1)(x" + x"~1) serisini yakinsak yapan x degerlerini bulalim.

00 00
Z (xn _ xn—l)(xn +xn—1) — Z x2n _ x2n—2
n=1 n=1

= lim (x2 -+ (_x4 —xz) et (x2n+2 — xzn) = lim x2"*2 -1
n—oo oo
-1, |xI<1
=40, Ix[=1

oo, |x|=1

Seri x € [-1,1] icin yakinsar.

oo x¥ serisine geometrik seri denir.
< | eger |x| <1
k=0 wraksak, eger |x|=1
Bunu gormek icin
-1 1-x"
1+x+...+xn_1:2xk: , VxeR, x #1.
k=0 1-x

olduguna dikkat edin ve geometrik diziler ile ilgili sonucu uygulayin.

Ornek 58.

00 00
Z on n’ Z (_1)nx—2n,
n=0 n=0

o0 o0 o0
D" (x+ D", Z sin” x, Z(lnx)”
n=0 n=0

n=0

serilerinin hangi x degerleri icin yakinsak oldugunu ve yakinsadigi degeri bulun.

. . terim testi } 77 | a, yakinsarsa lim;, ., @, = 0. Yani lim,_., a, # 0 ise seri iraksaktir.

o0
n

Ama bu 6nermenin tersi dogru degildir.
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Ispat. Y2, a, = Lise

lim a, = hm Sp—Sp_1= hm Sp— hm Sp-1=L—-L=0.
n—oo

olur.
Ornek 59. Asagidaki serilerin iraksak oldugunu gosterin.

a) Y52 cos(2), xeR
b) Y2, (1-2)" xeR

xn+1
c) X 1nexh/_,x>0.

a, = 0ise sy = Zf;’:l a, kismi toplam dizisi artan bir dizi olur. Artan bir dizi ya istten
siurhdir ve bir limite sahiptir ya da tistten sinirh degildir sonsuza gider. Eger .77 | a,, serisi
raksak ise }.07 | a, = 0o

. Karsilagtirma Oliitii. Eger 0 < a,, < b,, ise Y.°° | b, yakinsak ise Y °° | ay, serisi de yakinsak

olur. Eger Y °° | a, wraksakise }_7° ; b, iraksak olur.

Ispat. Eger Yo by serisi yakinsak ise s, = Zzzl ay dizisi sp < .57 | by oldugundan tistten
sinirl artan bir dizi olacagindan yakinsamak zorundadir. Ikinci énerme birinci 6nermenin
bir sonucudur.

. Cauchy Siklastirma Teoremi. a,, = 0 ve a, azalan bir dizi yani a; = a, = az--- = 0 ise

Y92, an ancak ve ancak }.9° ;2" aon yakinsarsa yakinsar.
Ispat.
A t+tartazt+agt+as+agt+a;+---=a)t+ar+art+agt+agt+agt+ag+---

yani Y57, an < Y57 2" axn olur. Yani Y5 2" axn yakinsak ise Y5, ay, serisi de yakinsak
olur. Ote yandan

a1+a2+ag+a4+a4+a4+a4+---32(a1/2+a2+2a4+---)52(a1+a2+a3+a4+---)

yani .57 2" an <237 | a, olur. Yani Y57 | a, yakinsak ise Y07 2" apn serisi de yakinsak
olur.

oo 1

1 7P — serisine harmonik seri de-

serisine p-serisi denir. p = 1 durumuna, yani }_7. 1 -

nir.

i 1 _ |yakinsak, egerp>1
= nP  |wraksak, egerp<l1

Ozel olarak harmonik serinin iraksadigina dikkat edin. ! Harmonik seri terimleri sifira yak-
lasan 1raksak serilerin belki de en tinliistidiir.

'n. adimda 1/n metre giden Merve sonsuz adim atarsa, baslangi¢c noktasindan sonsuz metre uzaklasir.
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1

ispat. Eger p < 0 iselim,,_.oo =5 -5 # 0 oldugundan (niye?) n. terim testi uyarinca Y.,° | -

serisi iraksak olur. p > 0 ise a;, = nlp azalan pozitif bir dizi olur.

n:0

2n)p - Z( 27"

n=0

Son seri geometrik seridir ve1 — p = 0 ise iraksak 1 — p < 0 ise iraksaktir. Cauchy siklastirma
olciitiinii kullanirsak sonucg ¢ikar.

1
Ornek 60. Z T serisinin x > 1 i¢in yakinsak, x < 1 icin iraksak oldugunu gosterin.
n=2

Ipucu: Cauchy Siklastirma Teoremini kullanabilirsiniz.

1 & 1

Ornek 61. ———— serisinin wraksak, serisinin ise yakinsak
23 nlnnin(lnn) Z’g ninn (In(ln n))? Y
oldugunu gosterin.

Limit Karsilastirma Olciitii. a,, = 0, b,, > 0 ve L =lim,, ., a,/b,, olsun. Eger 0 < L < co ise
Y92, by ancak ve ancak Y7 | a, yakinsarsa yakinsar.

Ispat. Limitin tanimu geregi éyle bir N € N vardur ki

L 3L
—-b,<a,<—by,, VYn=N.
2 n n 2 n

Limit karsilastirma teoreminden 3. a, ve Y.\ by serileri ya ayni anda yakinsaktir ya
da ayni anda raksaktur.

Ornek 62. Asagidaki serilerin yakinsakliklarini inceleyin.

o ex+x2 X Inn &
;nZ” 2, e &> n;

n=1

n2(1+x%) +2x*n
n3+5

& n+ x?

>

mont+nlxl+1

In

Not: a> 0 iselim oo =& a = 0 oldugunu kullanin.

Y ay serisine }_ |a,| serisi yakinsaksa mutlak yakinsak denir. Eger }7° | a,, serisi yakinsak
ama mutlak yakinsak degilse 7 ;| a, serisini sarth yakinsak denir.

Y92 | a, serisi mutlak yakinsak ise yakinsaktir ve

olur.

Ispat. Y0, |a,| yakinsak olsun. 0 < |an| + a, < 2|ay| oldugundan limit karsilastirma te-
oremi uyarinca 5, (|ay| + ay) serisi de yakinsak olur. Ama

o0

Z Z (lanl+ an—lanl) = Z(Ian|+an)_2|an|

n=1 n=1 n=1
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ve en sagdaki iki seri de yakinsak oldugundan en soldaki seri de yakinsaktir. Son olarak her
N icin

N
= §:|an|5 E:lan|
n=1

N
2 an
n=1

oldugundan her iki tarafin n — oo limitini alirsak sonug¢ bulunur.

14. Kok Testi. a, € R, r =limsup,,_, |an|''" olsun. ¥ | ay, serisi

¢ r <1 ise mutlak yakinsak,

e r > 1iseraksaktir.
Not: Eger lim,,_.o, X, varsa limsup,,_. . X, = lim;_., x, olur. Yani kok testini uygularken,
oncelikle lim,,_, |a,|''" limitine bakilmalidir. Bu limit varsa r say1s1 bulunmus olur.
Not 2: r = 0 olmas1 gerektigine dikkat edin.

Ispat. r <1 iser < R <1 olacak bir R vardir. limsup taninmindan dyle bir N varduir ki her
n= N icin|a,|"'" <R olur.

[e.°] (&)
2: lanl < 2: R"
n=N n=N
0 < R <1 oldugundan son seri yakinsak bir geometrik seridir. O zaman }_}_ \ |ay| yakinsar.

Yaniy0? | a, serisi mutlak yakinsakr.

r > 1 ise limsup tanimindan
|an|1/n > 1

yanilay| = 1 sartini saglayan sonsuz n vardir. Dolayisiylalim,,_., a, = 0 olamaz ve n. terim
testi sebebiyle seri iraksar.

|an+1|
lan! ’ r=

15. D’Alambert Oran Testi. a, € R, a, # 0 (n yeterince biiyiikse), R = limsup,,_ ., =2

. . |an+1l . .
liminf, .o |"+ olsun. 77 , a, serisi

* R <1 ise mutlak yakinsaktir.

¢ r > 1 ise wraksaktir.
Eger L = limn_,Oo '“”“' limiti varsa. }.07 ; ay, serisi

e [ <1 ise mutlak yakinsak,

e [ >1iseraksaktir.
Ispat. Ispat icin herhangi bir {a,}, a, > 0 dizisi icin

apn+1

lim 1nf < hm inf {/a, <lim sup Y/ ay, <limsup

2)

bilgisinden faydalanilabilir. Ispat icin bkz. Rudin, Principles of Mathematical Analysis Te-
orem 3.37.
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16. Oran testi genellikle kok testine gore uygulamasi daha kolay bir testtir. Ancak (2) sebe-
biyle, kok testi daha genis bir uygulamaya sahiptir. Zira oran testi bir serinin yakinsak ol-
dugunu belirlerse (limsup,, “Z—;l < 1ise), kok testi de o serinin yakinsak oldugunu belirler
(limsup,, ¥/a, < 1). Ote yandan oran testinin sonug vermedigi baz1 durumlarda, kok testi
sonug verebilir.

Ornek 63.

serisi icin

2 n
liminf = lim (—) =0,
n—oo  ay, n—-oo\3

a1 1
lim inf /a, = lim A=
n—oo n n—oo 3n \/§
1. {l/__ l- 2n 1 _ 1
Jim, sup ¢/ = Jim, 55 =

. an+1 .1 (3)11
lim sup = lim - |=| =+o0.

Yani bu 6rnek icin kék testi, serinin yakinsak oldugunu belirler. Ama oran testi sonug ver-

mez.
Ornek 64.
1 1 1 1 1 1 1
—+l+—F—-+—+—+—+—+
2 8 4 32 16 128 64
serisi igindelim, . inf, “Z—;l = %, limsup,,_, “;’—;1 =2 velim ¥/a, = % oldugunu gosterin.
Yani seri kok testine gore yakinsaktir. Oran testi ise bize serinin yakinsamast ile ilgili bilgi
vermez.

Coziimlii Ornekler

(o0}

.. 1

Ornek 65. )_ = serisinin yakinsakligini inceleyin.
n=1

Coziim. Bu seri Riemann zeta fonksiyonu olarak bilinir ve bir p-serisidir. x > 1 i¢in yakinsar,
x <1 igin wraksar.

23 i X . . . 1% . .
Ornek 66. Y 77 % serisinin yakinsakligini inceleyin.

Coziim.
sin(ne*) - 1

n2 n

oldugundan seri karsilastirma kriterine gore her x € R icin mutlak yakinsak yani yakinsaktur.

Ornek 67. ¥, xI"" serisi hangi x degerleri icin yakinsar?
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Coziim. x = 0 icin serinin ilk terimi 0° oldugundan, seri x = 0 icin tanimsizdir. x < 0 igin x™?
tamimsiz olacagindan (zira x < 0 ve r irrasyonel bir sayi ise x" tanimsizdir) seri x < 0 icin de
tanimsizdir. x > 0 igin

Inn Inx
xlnn — elnx — elnxlnn — elnn =pnx =,

olur. 357 e 1 serisi p = ln > 1 icgin yakmsak vep = 1n <1 igin wraksak olur. Yani seri x < 0 icin

tammszzdzr, 0 <x< E icin yakmsar, x= ; icin wraksar.

Ornek 68. Y% | x*(1 — x?)" serisi hangi x degerleri icin yakinsar.

Coziim. Seri x = 0 i¢in yakinsar. x # 0 igin seriyi x Z > (1= xH)" olarak yazalim. Seri bir ge-
ometrik seridir ve |1 — x*| < 1 i¢in yakinsar. Buradan serinin |x| < v/2 igin yakinsak, |x| = V2 igin
iraksak oldugunu goriiriiz.

Ornek 69. Y° ¥

o oo . .. . . .+ 200 n
Coziim. Serix = 0 icin yakinsar. x # 0 i¢in seriyi x“}.7" 2

olarak yazalim. Oran testi

. Gpy1 N+l L
lim = lim lim e @D = jjm e @D — g
n—oo qay, n—oo J h—oo n—00

verir. Yani seri her x igin yakinsar.

Ornek 70. ¥, Zfiizz , X > 0 serisinin hangi x degerleri icin yakinsadigini bulun.

Coziim.
apn
n—oo 1/ n?

oldugundan, verilen seri her x > 0 igin Y5, 1/n* serisi ile aymi karakterlidir. Ikinci seri p = 2
yakinsak serisi oldugundan birinci seri de her x > 0 i¢cin yakinsar.

Ornek 71. ¥2°, (% — ’,‘Z:ll ) serisinin her x € [0,1] i¢cin yakinsak oldugunu gosterin ve toplamini
bulun.

Coziim. Seri bir teleskopik seridir.

© (i xn+l x x2 xZ x3 xn—l X" X"
Z(—— ):nm(___)+(___)+...(___):nmx__:x
—\n n+1 n—ool\1l 2 2 3 n—1 n n—o0 n

n=1

Zira x € [0,1) icin llmn_,c,o =0 oldugu lim,_.o,n%x" =0, |x| < 1, a € R kuralindan goriiliir.
=1 icin ise hmn_,C>o = llm,,_,c>O - =0.
Serinin toplami herx € [0,1] icin x olur.
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Ornek 72. Y%  sin” x serisinin hangi x degerleri i¢in yakinsadigini ve yakinsak oldugu x deger-
leri icin toplamini bulun.

Coziim. Y 07 sin"x = Y7 (sinx)" bir geometrik seridir ve |sinx| < 1 igin yakinsar |sinx| = 1
.. 7 .. . _ . . T 371 T 371 ..
icin wraksar. x = 5 + nm, n e Z i¢in |sinx| = 1 oldugundan seri x € {3,5F,...} U{=%,-F,...} i¢in
wraksak, diger x’ler icin yakinsak olur. Yakinsadigi x’ler igin toplami,

= 1
Y sin”x= .
=0 1-sinx

olarak bulunur.

Ornek 73. ¥ ,,—; %x,, serisinin hangi x’ler i¢in yakinsadigini belirleyin.

Coziim. Serinin ilk terimi x = —1 i¢in tanimsiz olur. x # —1 igin,

1, x| <1
1
=, x=1
lim a, = lim =<2
n—oo n—oo ] + x" 0, x>1
yok, x<-1

n. terim testine gore seri ancak x > 1 i¢cin yakinsak olabilir. x > 1 i¢in
1 1

> <) —<oo,

n n
n=11+x n=1%

oldugundan karsilastirma kriteri uyarinca seri yakinsar. Yani seri x > 1 ise yakinsak, x = —1 i¢in
tamimsiz, diger x € R degerleri igin ise iraksak olur.

Ornek 74. ¥, #ﬁ/ﬁ serisinin yakinsadig x degerlerini bulun.

Coziim. Serinin paydasindaki terim biiyiik n degerleri icin n® gibi davranir. Bu yiizden biiyiik n
degerleri icin, serinin terimleri 1/ n3~* gibi davranir. Gercekten

n)C

. 3
. n3+yvn . n
L= lim 1‘/_:11m3—:1
N0 —i n—oop3+/n

oldugundan verilen seri ile ) ,,—; # serisi ayni karakterlidir. ), # serisi p-serisi oldugun-
dan p =3 —x > 1 ise yakinsak, p < 1 ise iraksak olur. Yani verilen seri x < 2 i¢in yakinsak, x = 2
icin wraksar.

. 2
Ornek 75. 77, (1 + %)n serisinin (—oo,0) araliginda yakinsadigini, [0,00) araliginda iraksadi-
gini gosteriniz.
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Coziim.
. 1/n . x\n . x\n X
r =limsupla,|'" = ‘hmsup(l + —) ‘ = 11m(1 + —) =e
n n
oldugundan, serir = e* < 1 i¢in, yani x < 0 i¢in, yakinsak, r = e* > 1 icin, yani x > 0 icin, rak-

saktir. e* = 1, yani x = 0 igin serinin iraksak oldugu bellidir.

Ornek 76. 0 <x<1icin Y5, X"V serisinin yakinsakligint inceleyin.

Coziim. 0 < x <1 ve her a >0 icin x* <1 olur. Yani xV" <1 ve

i xn+\/ﬁ < i "
n=1 n=1
Son seri geometrik seridir ve yakinsar.
Alistirmalar
1. A§ag1.daki serilerin yakinsakliklarini in- K oi ninn Cevap: Yakinsak.
celeyin. n=1 2"
X n
© 1 ) Cevap: Yakinsak.
a) ) — ,,;1 (Inn)" P
n=1" X In(n+1
o 1 m) Z M Cevap: Iraksak.
b) ) —, = n+l
n=1 n” oo !
o on n) Z pY Cevap: Yakinsak (oran
_ n=1
©) ;12::1 n!’ testi).
d) i ( n )nz 0) Z 2’1 ! Cevap: Iraksak (limit
’ n=11
n=1 1+l karsilastirma testi).
00 4,2 00 1
e Y n p) ) nsin— Cevap: Iraksak (n.
n=1 n’ n=1 n
% (el )\ terim testi).
D ,12::1 2n+3) "’ 2. Verilen serilerin hangi x’ler i¢in noktasal
o yakinsadigini bulunuz.
1.
g) Z(n—;)n , o
n: a) Yo, T (coztim: N.E. syf 47)
h) vVn+1-+v/n, o X" e
n;l b) Z"=1W (coziim: N.E. syf 47)
L R Vn+l- \/ﬁ oo X v e
DY O Lt (s Dxr Dinx g SOAM
n=1 N.E. syf47)
00 n-1
Y (Wn-1", d) ¥ X

n=1 n=1 (1-xM(1 - x"*1)’
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In(1 + nx)

e) Y — = (cHziim: N.E. syf 3. Verilen serinin belirtilen aralik {izerinde
47'; b onan yakinsakliklarini inceleyin.
1
In(1 + nx? © — — __ xeR
0 R, D Lnzr g
cosnx
in(n?x) L b) Y0 —Zx€R
g Yol T2z (Karsilagtirma kriterini x*+n
kullanbilirsiniz. Cevap: R) Q) ¥ x€e[l,00)

n=1 en|x|

h) X5, x2e™"*. Cevap: x € (0,00). d) X304, x€[-R,R)
n=0 n!’ T

X

3 o0 .

) 2050 P Cevap: x € R\ e) Yo 1—l+n2x2”’x€ [2,00),
{~1,-2,...}. f) Yoo, Losmx xR,

j) X0, L4 Cevap x=-1. 8 Yol —r, XER,

7. Hafta. Arasinav Oncesi Genel Tekar

8. Hafta. Fonksiyon Serilerinde Yakinsama

Fonksiyon serileri, acik tarifini bilmedigimiz bir fonksiyonu yazmanin yeni bir yoludur. Fonksi-
yonlari, seriler tarafindan yazmanin 6rnegin diferansiyel denklem ¢6ziimlerinde (dogay: anla-
mada) miithis faydasi vardir.

fx: A— Rolsun. Her n € Nicin

n
sn(x) =) fi(x)
k=1
kismi toplam dizisi olsun.

1. Eger s, dizisi A kiimesi lizerinde bir s fonksiyonuna noktasal olarak yakinsiyorsa,
s(x) = llm Sp(x) = hm Z fie(x) = Z Sfr(x), xXeA
k=1 k=1

yazaniz ve Y 7, f serisine A iizerinde s fonksiyonuna noktasal yakinsar deriz.

Bir serinin A kiimesi iizerinde noktasal yakinsamasl, her x € Aigin, >3, f(x) say1 serisi-
nin yakinsamasi anlamina gelir.

2. Eger s, dizisi A kiimesi lizerinde s fonksiyonuna diizgiin yakinsaksa, }9” , f serisine A
iizerinde s fonksiyonuna diizgiin yakinsar denir.

‘,’C":l fx fonksiyon serisi A tizerinde bir s fonksiyonuna noktasal olarak yakinsasin.
(0 0]
Ry(x)=s(x)—s,(x)= ) fe(x), x€A
k=n+1

olarak tanimlayalim. O halde
lim R,(x) =0, VxeA
n—oo
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olur. .
> %2, Jx fonksiyon serisinin A iizerinde diizgiin yakinsamasinin tanimi s, — s yani

lim [ls,—sll,=0
n—oo

veya baska bir deyisle
lim [|Ryll 4 =0
n—oo

olmasidir.

Ornek 77. ¥ | x" geometrik serisinin

a) R,

b) (-1,1),

¢ O<a<liginla,l),

d) -1<a<0,i¢cin(-1,al,

e) 0<a<licgin|[—a,al,

kiimeleri iizerinde noktasal ve diizgiin yakinsakligini inceleyin.

Coziim. Biliyoruz ki
1

~ T eger |x| <1
) x* =4 oo, egerx =1
k=0

iraksak, egerx < -1

a) SeriR iizerinde noktasal ve dolayisiyla diizgiin olarak yakinsamaz.
b) Seri (—1,1) araliginda noktasal yakinsar. Hatta mutlak noktasal yakinsar.
Bu yakinsamanin diizgiin olmadigini ii¢ farkli yoldan gérelim.

39

Birinci yol. Kismi toplam dizisi sy = 1+ -+ iV, (-1,1) iizerinde siirekli ve sitnirlidir (Isy| < N)
ama limit fonksiyonu olan 1T1x’ (—1,1) araliginda sinirli degildir. Dolayisiyla yakinsama diizgiin

olamaz.
Ikinciyol. x € (-1,1) igin

00 k . [e’s) r xn+1
Ra(x)= ) xF=x"") x*=
k=n+1 k=0 1-x
Iki tarafinda limitini alirsak
n+1
lim R,(x) = linll =00
P

x—1-

oldugundan R,, fonksiyonu (-1,1) araliginda sinirsiz yani | Ry | (~1,1) = oo olur.
lim |Ryll-1,1 #0
n—oo

oldugundan geometrik seri (—1,1) araliginda diizgiin yakinsamaz.
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Uctincii yol.
n
IRall > | Ry (——)|
n+1
ve
lim [|R,|l = lim ‘Rn(—)‘ = lim ——— =00
n—o0 n—oo n+1 n—o0 (1 + %)

oldugunu gostererek de gorebilirdik.
¢) Yukanidaki analiz, her 0 < a < 1 i¢in [a,1) araliginda |R,| = oo oldugunu ve bu yiizden
geometrik serinin diizgiin yakinsamadigini gosterir.

d)
xn+1 (_1)n+1

lim R = li =
x—l»I—Ih n(X) x—{r—I}+1—x 2

.. 1
ve her n igin Ryl (<1,q = 5 olur.

Tim ([ Ryll(1,q #0

oldugundan yakinsama diizgiin olamaz.
e)0 < a< 1igin|[-a,al kiimesinde yakinsamanin diizgiin oldugunu asagida verilen Weirstrass-
M testini kullanarak gorebiliriz.

Geometrik serinin (-1, 1) araliginda mutlak noktasal yakinsadigina ama diizgiin yakinsama-

digina dikkat edelim.

Weirstrass-M Testi

Teorem 11 (Weirstrass-M Testi). Eger her n € N ve her x € A igin | fn (x)| < M, veY}) | My serisi
yakinsak ise Y. | fn(x) serisi A lizerinde diizgiin yakinsar.

Ispat. x€ A ise

R, =] Y fiol= Y |fi|= Y Mi=r,
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Yani |Rpll o < ry olur. X7 | My, serisi yakinsadigina gére r,, — 0 yani || Ry || 4 — 0 olur.

Ornek 78. Y2, x" serisinin (-1,1) araliginda diizgiin yakinsak olmadigini gormiistiik. Simdi
sabit0 < a < 1 igin ayni serinin A = [—a, a] araligi iizerinde diizgiin yakinsadigini gésterelim.

fn(x) = x" olsun. || f,|| = a" ve ¥ a" < co oldugundan Weirstrass-M testine gore seri A iize-
rinde diizgiin yakinsaktur.

Ornek 79. Y00 | £O80E pey %0 | o serilerinin R iizerinde diizgiin yakinsak oldugunu gosterin.

Fonksiyon Serilerinin Siirekliligi

Teorem 12. f,,: Ac— R olsun. Eger her n € N icin f, siirekli ise ve s(x) = X5, fu(x) serisi diizgiin
yakinsaksa, s(x) fonksiyonu A iizerinde siireklidir.

Ispat. Ispat iki siirekli fonksiyonun toplamimin siirekli olmasi ve siirekli fonksiyonlar dizisinin
diizgiin yakinsak limitinin siirekli olmasinin sonucudur.
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Ornek 80.
® cosnx

s(x) = Z onx

n=1
seklinde tanimlanan s fonksiyonunun (0,00) araliginda siirekli oldugunu ispatlayin.

Coziim. x = 0 i¢in seri wraksar. Dolayisiyla (0,00) araliginda serinin diizgiin yakinsak olmasini
beklemiyoruz. Ama siirekliligi gostermek i¢in buna gerek yok.

Serinin (0,00) araliginda siirekli oldugunu gostermek igin, herhangi bir x = xy > 0 noktasinda
stirekli oldugunu gostermek yeterlidir. 0 < a < xy olacak bir a vardr. a,o0) araliginda serinin
diizgiin yakinsak oldugunu gosterebilirsek, serinin [a,o0) araliginda siirekli ve bu yiizden x =
Xo da stirekli oldugunu géstermis oluruz. Simdi bunu gérelim.

Vx=a

cosnx 1
<
onx - 2an’

o0 (0. 0]
n= 12W: =1 (2(1)

ve 5z <1 oldugundan 35, 2a" serisi yakinsak bir geometrik seridir. Weirstrass-M testi uyarinca

‘,’;’:1 O~ serisi [a,00) lizerinde diizgiin yakinsak olur.

ve

Teorem 12 sonucu olarak eger seri [a, b] lizerinde diizgiin yakinsak ve xy € (a, b) ise
(e.0) (e.0) (e,0)
lim x) = lim f;,(x) = X
Jlim n;fn( ) n; lim £, (x) n; fn(x0)
olur. Burada xo = a ise lim,_ y, ifadesini limy_.,4+ ve xo = b ise lim,_., ifadesini lim,_.;_ ile
degistirmek gerekir.

Ornek 81. -
lim Z =2 £ Y lim (" - ")
n=1x—1-

x—1-7

oldugunu gosterin. Neden esitlik yoktur?

Coziim.
o0
n+1 _ 13 _ X —
xlir{l_Z(x )_xll.r{l_(l X) nX::lx xlg{l_(l x)—x 1
o0 oo
Y lim (x"-x"H# Y 0-0=0
n=1*"1- n=1

Esitlik olmamasinin sebebi serinin hicbir a < 1 igin (a, 1) araliginda diizgiin yakinsak olmama-
sidur.

Fonksiyon Serilerinin integrallenebilmesi

Teorem 13. Eger her n icin f, fonksiyonu |a, b] kiimesi iizerinde Riemann-integrallenebilirse, ve
Y20 | [n serisila, b lizerinde diizgiin yakinsaksa }.5 | fy serisila, b] lizerinde Riemann-integrallenebilir

ve
b [ oo 00 b
f (Z fn(x))dx:Zf fn(x)dx
a \p=1 n=1Ja

olur.
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Fonksiyon Serilerinin Tiiretilebilmesi

Asagidaki teorem, tiirev ve toplam sembollerinin yer degistirebilmesinin kosullarini sdyler.
Teorem 14. Her neN icin f, : [a, b] — R fonksiyonlar: tiiretilebilir olsun. Eger

o Y% fi(x) serisi[a, b] araliginda diizgiin yakinsak ise ve

o Y2, [n(x) serisini yakinsak yapan bir x = xy € |a, b] varsa

Y02 [u(x) serisi[a, b] araliginda diizgiin yakinsaktir ve her x € |a, b] i¢in tiiretilebilir. Ayrica,

d & d
a’;lfn(x) Z xfn(x)

olur.
Ispat. Fonksiyon dizilerindeki ilgili teoremi kullanarak gosterin.

Uyan 5. Yukaridaki teoremde ikinci sartin daha giiclii olan }°5_ | fn(x) serisinin [a, b] araliginda
diizgiin yakinsak olmasi sartiyla degistirilebilecegine dikkat edin.

Uyar1 6. Bir fonksiyonun sinirsiz bir I araligi tizerinde tiiretilebilir oldugunu gostermek igin, her
kapali ve stmirli K c I araligi tizerinde tiiretilebilir oldugunu gostermek yeterlidir.

Ornek 82. Verilen fonksiyon serisinin yaninda verilen A kiimesi iizerinde tiiretilebilir oldugunu
gosterin.

[e.°]

1
1 ———, A=R.
/ ,;1 n? + x?

s1n(nx

2)2 ——— A=R

3
no1 h°+1
Coziim. Birinci drnek icin hem serinin kendisinin hem de tiirev serisi olan

x d 1 X 1

Z dx =—2x Z (n? + x2)2

21 42
o1dxnc+x =1

serisinin R tizerinde diizgiin yakinsak oldugunu gostermek yeterlidir. Serinin R iizerinde diizgiin
yakinsak oldugunu gorelim.

|fnx)|<=, VxeR
olur. 357 | -7 serisi p=2 serisi oldugundan yakinsaktir. Weirstrass-M testinden Y37 | n2 — Serisi-
ninR zllzerznde diizgiin yakinsak oldugu goriiliir.
|f()|— -2x 2nx - n®+ x? B 1 - 1
" 2+x22|  |nm2+ 22|~ | nm2+ 22| |nmZ+x2)| " nd
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olur. Y52, 1/n serisi p = 3 serisi oldugundan yakinsaktir. Weirstrass-M testinden Y %2 | f,(x) seri-
sinin R uzermde diizgiin yakmsak oldugunu buluruz. Diizgiin yakinsak serilerin tiiretilebilmesi
ile ilgili teorem uyarinca }_3; | 2 = serisiR lizerinde tiiretilebilirdir ve

d & 1 i —2x
dx i n2+x2 = (n?+x2)?

olur.
Ikinci drnekteki serinin tiim R iizerinde diizgiin yakinsak oldugu M-testiyle goriilebilir. Tiirev
serisi olan Y.5° % serisinin tiim R iizerinde olmasa bile her M > 0 icin [-M, M) arali-

ginda diizgiin yakmsak oldugu M-testi sayesinde goriilebilir.

Ornek 83. Z

" 5 serisi hangi p degerleri i¢in her x € R noktasinda tiiretilebilirdir?
= nP + x?

9. Hafta. Fonksiyon Serilerinde Yakinsama Ornekleri
1. exp, cos ve sin fonksiyonlarinin seri agihimlariolan }-5° n, , Z‘,’f o(=D" 2 Sl Z‘,’f o(—1 (er_l:),
serileri her R > 0 icin [-R, R] araliginda (yani R’nin her sinirh alt kiimesinde) diizgiin ya-
kinsaktir.

x
2. Y%, o serisinin her x e R—{-1,-2,...} icin yakinsadigini gosteriniz. Ayni serinin
n(n+x

[0,00) araliginda diizgiin yakinsak olmadigini ama her M > 0 i¢in [0, M] araliginda diizgiin
yakinsadigini gosterin.

Ornek 84. Verilen serinin belirtilen aralik iizerinde diizgiin yakinsakligini inceleyin.

3 1 o cosnx |
a)n:1x2+n3/2’XER b)Z i in =XER c)n;1 enlxlxe[l,oo)
X X cosnx

d I x€ RR’ e XE€E 2’ , R
)nzo =R A )Zl+ 2 X € 12,00 f)Zn(nH)

1

——, X€ER, h
8 ng'l n?e )r;l 1

n’ X € (—1,00)

o 1 1 1
Cozim. a) f,(x)= T olsun. || fn|| g = 7 vey —— 37 < oldugundan sonug Weirstrass-

M testinden cikar.

e)

X - x" <(1)”
0+ n2x2n ~ 12x2pn ~ \2

|fn(x)| =

1 n
0 (5) yakinsak oldugundan sonug¢ Weirstrass-M testinden ¢ikar.



44 ICINDEKILER

h) Eger —1 < x <1 iselim,_ ﬁ # 0 oldugundan seri yakinsamaz. Herhangi bir a > 1 igin

egerx>a>1ise
1

1+ x"

— 1 —
T 1l+4x? x" T ar 1-1
a

olur ve Weirstrass-M testine gore seri [a, co) araliginda diizgiin yakinsar. Dolayisiyla her x >
1 icin noktasal yakinsar. Yani (1,00) araliginda noktasal yakinsaktir. Ama (1,00) araliginda
diizgiin yakinsamaz. Gérelim.

X 1 1

IRl = =
” k:Xn:+1 1+ xk — 1T+xm+1’

Vx>1

ve

1 1
Rylz lim ——— =~
I Rn Am ——T =3

Yani yakinsama diizgiin degildir.

Bu serinin (—oo,—1) araliginda noktasal yakinsak oldugu da gosterilebilir. Bkz. N.E. ders
notlari.

(e,0)
Ornek 85. Z — serisinin yakinsakligini inceleyin. Bu seriye Riemann zeta fonksiyonu denir.
n=11

Coziim. Seri bir p-serisidir ve p-serisinin 6zellikleri nedeniyle (—oo,1] araligindaki her x icin
iraksak, (1,00) araliginda ise yakinsak olur. a > 1 olsun. Her x = a > 1 i¢in

x| 1 S |

oldugundan Weirstrass-M testi uyarinca seri [a,o0) araliginda diizgiin yakinsar.
Serinin (1,00) araliginda diizgiin yakinsamadigini gérelim. Her N € N, N = n+1 ve her x €
(1,00) igin

N1
IR, =R, (x)| = D pE:
k=n+1

olur. Iki tarafinda x — 1+ limitini alirsak

N

IRpll = lim ) ! % .
nll = T = -
R S L ey
olur. Iki tarafin bu sefer N — oo limitini alirsak, her n € N icin

> 1= 5

IRl = lim —= — =00

N—oop 00k Sk

buluruz. Son seri toplaminin sonsuz olmasi harmonik serinin iraksak olmasindan kaynaklanir.
Seri her a > 1 icin [a,oc0) araliginda diizgiin yakinsar.

00 1 00 1
IR, (x)| = Z ES Z ﬁ’ Vxe€l[a,oo)
k=n+1 k=n+1
Yani
X 1
IRall< Y =
k=n+1

1 S . . o . 1 _
Ty %a Serisi p = a > 1 serisi oldugundan yakinsaktir ve dolayisiylalim, . 332 ., 7« = 0 olur.
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Ornek 86. Riemann zeta fonksiyonun her x > 1 icin tiiretilebilir oldugunu gésterin ve tiirevini
bir seri olarak ifade edin.

Coziim. x> 1 olsun. O halde 1 < a < xy < b olacak sekilde a ve b sayilari vardir.

d 1_ llnn
dxn*  n*

olduguna dikkat edelzm Eger 307, d < nx serisinin [a, b] araliginda diizgiin yakinsak oldugunu
gosterebilirsek, 30" | - L serisinin aym aralik tizerinde yakinsak oldugunu bir énceki érnek dola-

yistyla blldzglrmzden, 1 1x serisinin her x € [a, b] i¢in tiiretilebilir oldugunu ve

S 1 X d 1 1
; —~ = ; d__x —n;l—n—lnn
oldugunu gostermis oluruz. Simdi 9 —ln—” serisinin [a, b] araliginda diizgiin yakinsak oldu-
gunu goérelim.
Inn ln n| Inn
|fn( )|_ na = n“’ Vxe€la,b]
1 h,;—f serisinin yakinsak oldugunu gorelim. Her 6 > 0 i¢gin

Inn 6lnn lnn5<n5_ 1

ne  &§n% &n% ~ dnt §na-o

olur. Burada her y > 1 icinIny < y oldugunu kullandik. Burada 0 < 6 < a—1 olacak sekilde se-

cersek, %Z,of:l —L serisinin p = a— 6 > 1 yakinsak serisi oldugunu goriiriiz. Karsilastirma kriteri

1

uyarinca ¥ 12” serisi de yakinsaktir. Weirstrass-M testi uyarinca Y5

rinde diizgiin yakinsak olur.

2” serisi [a, b] iize-

X
Ornek 87. Z YR serisinin x = 0 kiimesi lizerinde diizgiin yakinsakligini inceleyin.
n=1
Coziim. Serinin her M > 0 i¢in, [0, M] araliginda diizgiin yakinsadigini Weirstrass-M testi ile
gosterin. Bu yiizden seri[0,00) lizerinde noktasal olarak yakinsar. (Niye?) Ama seri [0,00) iizerinde
diizgiin yakinsamaz. Gérelim. Her N € N, N > n+ 1 ve her x € [0,00) i¢in,

N

S X X
I Rnllf0,00) = =
o2 2 Forh 2 L K B

olur. Ifadenin iki tarafinda x — oo limiti alirsak,

N
”Ibﬂh0@o)2 E:
k=n+

H
&=

ve ardindan N — oo limiti alirsak o 1
EATYSERD I
k=n+1
buluruz. Son seri harmonik serinin kuyruk kismi oldugundan raksar. (Veya Cauchy siklastirma
teoremi, bize bu serinin karakteriiley > . 2" L serisinin ayni karakterli oldugunu soyler. Y <° i1 2" zL" =
oo oldugundan sonug ¢ikar.)
Yanilim, . [|Ryllj0,00) # 0 0ldugundan yakinsama [0, 00) lizerinde diizgiin olamaz.
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. In(1+nx
Ornek 88. } 77 | % serisinin noktasal ve diizgiin yakinsakligint inceleyelim.

Coziim. Serix <0 i¢cin tanimsizdrr.

. In(Q+nx)
x€(0,]) = lim ————=+00
n—o0 nxn
ziralim,_.In(1 + nx) = co velim,_., nx" = 0. n. terim testi nedeniyle seri x € (0,1) igin raksar.

e

ln(1+n) x 1

Yani seri x = 1 i¢in wraksar.

X Inl+nx) & nx X1
x>1 = < = — =
,;1 nx" ,;1 nx" B 1

Yani seri x > 1 icin yakinsar.
Seri (1,00) araliginda diizgiin yakinsamaz.

N oIn(l+k N o In(+k N oIn(l+k
IR, |l =sup Z n(—kx)z lim Z n(—kx): Z M’ VNeN
w1 kins1 kX =l Sy kx ki1 K

N Inl+k) & In(l+k)

IRnll = lim Y =)

=00, VNEeN
N-oop S k -1k

Seri her a > 1 icin [a, 1) araliginda diizgiin yakinsar.

X In(l+k Xk X1 x 1
Ry (x)| = Z u< Z —xk:Z—kSZ—k, Vxe€l[a,oo)

k =
k=n+1 kx k=n+1 kex k=n% k=n @

X1
IR =2 =
nli[1,00) Z ak

Y, ﬁ serisi p = a > 1 serisi oldugu i¢in yakinsar. Dolayisiylalim, .. >3 ﬁ =0 olur.

10. Hafta. Kuvvet Serileri

o0

f) =Y an(x—x0)" = ag + ai (x — xo) + az(x — xo)* + -+~
n=0

seklindeki serilere kuvvet serileri diyecegiz. xy noktasina kuvvet serisinin merkezi denir.

Kuvvet serilerinin f;,(x) = a,(x — xp)" olmak tizere Y7, f,(x) seklinde bir fonksiyon serisi
olduguna dikkat edilmelidir.

f(x0) = ap oldugundan bir kuvvet serisi merkezinde her zaman mutlak yakinsar.

Teorem 15 (Cauchy-Hadamard). f(x) =Y, a,(x—x0)" vel/oco =0 ve1l/0 = oo olarak tanim-

lamak iizere .

limsup,,_.. lax

R=

Il/n

olsun. O halde kuvvet serisi f(x),
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i) 0<|x—xol <R kosulunu saglayan her x icin mutlak yakinsar.
ii) |x—xol > R kosulunu saglayan her x icin iraksar.
iii) 0 < p <R ise[xy— p,xo+ pl kapali aralig iizerinde diizgiin yakinsar.

Ispat.
r =limsup |a,(x—xo)"|""

=|x—xol =
n—o0 R

olsun. Kok testine gore r < 1 ise seri mutlak yakinsak, r > 1 ise seri iraksaktir. Yani|x — xo| < R ise
seri mutlak yakinsak, | x — xy| > R ise seri iraksaktir. (i) ve (ii) ispatlandi.
(iii) igin, her 0 < p < R ve her x € [xy — p, Xo + p] i¢in

[e.0] [e.0] n
Y lanllx—x0" < Y lanl |p + x0 — X0
n=0 n=0

olur. Son seri (i) sebebiyle yakinsak oldugundan, Weierstrass-M testi bize f(x) serisinin diizgiin
yakinsakligini verir.

Yukaridaki teoremdeki R sayisina kuvvet serisinin yakinsaklik yarigap: denir. Kuvvet serisi-
nin yakinsaklik aralig: I serinin yakinsadig1 en biiyiik araliktir.

1. R=c0ise I =R,

2. 0 <R < ooise I, sudort tip araliktan birisidir: (xo — R, xo+ R), (xo— R, Xxo+ R], [xo— R, xo+ R),
[xo — R, xo + R],

3. R=0ise I ={xp}

Yakinsaklik araligini bulmak i¢in, 6nce yakinsaklik yaricap: hesaplanir. Eger 0 < R < oo ise seri-
nin xp — R ve xp + R u¢ noktalarinda yakinsak olup olmadig: kontrol edilmelidir.

Asagida verilen oran testini kullanarak yakinsaklik yarigapini hesaplama, serideki terimler
ozellikle faktoriyelli ifadeler iceriyorsa ise yarayabilir.

Teorem 16. Eger

lanl —
" _eR

L= lim
n—o0 [y 41|

ise L sayis1 Y57 o an(x — xo)" kuvvet serisinin yakinsaklik yaricap R ye esit olur.

Ispat. Yukaridaki ispatta, kok testi yerine oran testi kullanilarak gosterilir.

Ornek 89. Y% | n"x" serisinin yakinsaklik yarigapi 0, yakinsaklik araligu ise {0} olur. Yani seri
sadece merkezinde yakinsar.

Ornek 90. ¥ % serisinin yakinsaklik yaricapt sonsuz, yakinsaklik araligt ise R olur. Yani seri
her yerde yakinsar.
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Ornek 91.

o0
Y 271%™ = 2%+ 0x% +0x3 +22x4 + 0x° + - -
n=1
kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapini bulalim.
Birinci yontem olarak kok testini kullanalim.

0, Jx|l<l1

=2limsup|x|/"=<{2, |x|=1
n—oo

. 211/n
limsup 2" x"

n—oo

oo, |x|>1.

Buradan |x| < 1 ise serinin yakinsak, | x| = 1 oldugunda ise iraksak oldugu bulunur. Yani yakin-
saklik araligi (—1,1) olur.
Ikinci yontem olarak oran testini kullanalim.

0, x%<1

2
2n+1 |x|(n+1)
=2|x| lim (x>)"=4{2, x2=1

n—oo

lim =———— = lim 2|x|

n?+2n+1-n?

00, x2>1

oldugundan oran testine gore seri x> < 1 yani —1 < x < 1 oldugunda yakinsar, x = 1 oldugunda
ise iraksar. Buna gore yakinsaklik yaricapt 1 olur.

(o) _1\2n
Ornek 92. Z < —— Serisinin yakinsaklik araligini bulalim.
n=1 n

Kok testi%i kullanalim.

1/n

=—(x— 1)2limsup
2 n—o0

(x _ 1)27’!
21 p3

1

_x-D?
nd/n '

li =
imsup 5

n—oo

Buradan seri % < 1 yani |x—1| < V2 ise yakinsak |x - 1| > /2 ise wraksak oldugu bulunur.

Seri x = 1+ v/2 noktalarinda X0 # yakinsak serisi olur. Kuvvet serisinin yakinsaklik araligt
[1-v2,1+V2] olur.

Soruyu yukaridaki gibi oran testi kullanarak ¢6zme isi okuyucuya birakilmastur.

.« X 1 (x+1)\"
Ornek 93. Z - (T) serisinin noktasal olarak yakinsadig kiimeyi belirleyelim. (Not: Bu seri
n=1

bir kuvvet serisi degildir.)

. . . . . 1/n .
y= %1 yazarsak, seri y.9° | % y"* kuvvet serisi haline alir. limsup,, (%) = limsup,, ﬁ =1

oldugundan, seri | y| < 1 igin yakinsar. y = 1 igin seri harmonik seridir ve iraksar. y = —1 alterne
harmonik seridir ve yakinsar. Dolayisiyla seri —1 < y < 1 araliginda yakinsar. Orijinal seri ise
x < —1/2 araliginda yakinsar.

s X (2+(-D™\"
Ornek 94. Z (ﬁ) x" serisinin yakinsaklik araliginin (-2,2) oldugunu gorelim.
n=1 -
|azn|?" = § velazn [V = 1 oldugundan

1
|1/n L Mensy 2

limsup|a
Pl 2

= max{limsup |az,|"?", limsup | az,,
n n
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ve R =2 olur. Seri -2 < x < 2 araliginda yakinsar. x = 2 i¢gin serinin ¢ift terimleri 1 oldugu ve sifira
yaklasmadig icin seri iraksar. Benzer sekilde x = —2 i¢in de serinin c¢ift terimleri —1 olur ve seri
iraksar.

Bu drnekte oran testi ise yaramaz.

Ornek 95. Asagidakileri gosterin.

o0 xn
1. ’;1 312 kuvvet serisinin yakinsaklik araligi [-3, 3] olur.

(x—-1D"

2 ¥

n=1

kuvvet serisinin yakinsaklik araligi [0,2) olur.

x" serisinin yakinsaklik araligi (—1,1) olur.

w
18

1

S
Il

n

[\

18
|

S

' x" serisinin yakinsaklik araligi R olur.
1

S
Il

5 X000 n?x" serisinin yakinsaklik araligi (-1,1) olur.

x 2" . 5
6. nzi —2x” serisinin yakinsaklik araligi [-1/2,1/2] olur.

7. X0, 2+ (=D)™M"x" serisinin yakinsaklik aralig1 (-=1/3,1/3) olur.

X n (2x+1
o ¥ |
o h+1

rin.

n
) serisinin noktasal olarak —1 < x < —% kiimesinde yakinsadigini goste-

Ornek 96. Yakinsaklik araligi sirasiyla (—-1,1), [—-1,1), (=1,1] ve [-1,1] olan kuvvet serileri belir-
leyin. Cevap: 3.5 x", X0  x"/n, X5 (=x)"In, X5, x"n?.

Ornek 97. Asagidaki serileri yakinsaklik araligini bulun.

L Y (~DF+2)k %
k=0

2 2
3k K

N
agh

by
I
(=]

& 1
3. Z In (kL) %~
k=0 k

Kuvvet Serilerinin Ozellikleri
1. Kuvvet Serilerinin Siirekliligi

Teorem 17. Pozitif yakinsaklik yarigapt olan bir kuvvet serisi, yakinsaklik araliginin i¢ nokta-
larinda siireklidir. Yanif (x) = .57, an(x — xo)" kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapt R > 0 ise, f
fonksiyonu (xg — R, xo + R) araliginda siireklidir.
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Ispat. x € (xg—R,xo+R) olsun. a,be R ve x € [a, b] < (xg— R, xo + R) olsun. Kuvvet serisi Cauchy-
Hadamard Teoremi nedeniyle |a, b] araliginda diizgiin yakinsak oldugundan ve f,(x) = an(x —
x0)" her yerde stirekli oldugundan kuvvet serisi [a, b] araliginda ve dolayisiyla x de siireklidir.

Teorem 18 (Abel Teoremi). Pozitif yakinsaklik yaricapt olan bir kuvvet serisi, yakinsaklik arali-
gimin sag ug noktalasinda yakinsaksa o noktada soldan siireklidir. Yani f(x) = X572, an(x — xo)"
kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapt 0 < R < oo olsun. Eger seri yakinsaklik araliginin sag ug
noktasi olan x = xo + R i¢in yakinsak ise seri x = xy + R noktasinda soldan siireklidir ve

x—(xo+R)—

lim  f(x)=)_ a,R"
n=0

olur. Benzer onerme x = xo — R sol u¢ noktasi i¢in de gecerlidir.
Ispat. Ispar icin bkz. [Ergl5] syf. 72.

o2 0 AnXx" serisinin yakinsaklik aralig1 [-1,1] olsun ve seri her | x| < 1 icin f(x) fonksiyonuna
yakinsasin. O halde

o0
S0 =2 an

olur.
Bu iki teorem sunu sdyler:

Bir kuvvet serisinin yakinsaklik araligi iizerinde siireklidir.

o0 n

Ornek 98. log(1+x) = Z (—1)"_1% esitliginin her|x| < 1 icin gecerli oldugunu kullanarak (bu-
n=1

nun gegerli oldugunu ileride gorecegiz) esitligin x = 1 icin de gecerli oldugunu yani

e 1
log2=y (—1)”‘1;

n=1
sonucunu gosterin.

Coziim. Serinin x = 1 i¢in yakinsak oldugu alterne seri testinden goriiliir. Logaritmanin sii-
rekli oldugunu kullanarak lim,_.;_log(1l + x) = log2 sonucunu, Abel Teoremini kullanarak da
lim,_.;-log(1+x) =377, (—1)”_1% sonucunu buluruz. Ikisini birlestirerek sonug¢ bulunur.

2. Kuvvet Serilerinin Tiiretilebilirligi

Teorem 19. Pozitif yakinsaklik yaricapi olan bir kuvvet serisi, yakinsaklik araliginin her i¢ nok-
tasinda tiiretilebilir. Yani f(x) = X7, a,(x — x0)" kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapt R > 0 ise,
f fonksiyonu (xog — R, xo + R) araliginda tiiretilebilirdir ve tiirevi R yakinsaklik yaricapina sahip
xo merkezli bir kuvvet serisi olur. Ayrica tiirevi, f(x) kuvvet serisinin terim terim tiiretilmesi ile
elde edilir.

d oo oo d o0 _
flo=— Y anx—x0)" =) T an(x=x0)" = Y nay(x—xp)""
n=0 n=0 n=1

=a; +2ax(x— xp) +3a3(x—x0)2+-~
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Ispat. Fonksiyon serilerinin bir x noktasinda tiiretilebilmesi icin serinin x i iceren bir [a, b] araligi
icindeki bir noktada yakinsamast ve tiirev serisinin |a, b] aralig1 iizerinde diizgiin yakinsamasi
gerektigini biliyoruz.

1/n 1/n 1/n

limsup(nla,l)™" = r}im n””limsup(lanl) =limsup(|a,l)
n -0 n n

oldugundan, tiirev serisinin yakinsaklik yaricapt da R olur. Dolayisiyla hem kuvvet serisi hem de

tiirev serisi Cauchy-Hadamard Teoremi sebebiyle her [a, b] < (x9 — R, xo + R) araliginda diizgiin

yakinsak olur.

Uyar1 7. Bir kuvvet serisinin tiirev serisi orijinal seri ile ayni yakinsaklik yarigapina sahiptir ama
yakinsaklik araliginin u¢ noktalarinda orijinal seri yakinsak olsa bile yakinsaklig kaybedebilir.

Teorem 20. Eger

[e.°]

f)=) an(x—xp)"
n=0

seklinde bir kuvvet serisi R > 0 yakinsama yaricapina sahipse f’in (xo — R, xo + R) araliginda her
mertebeden tiirevi vardir ve her n € N icin

I ARE0)

n!

n

olur.

Ispat. ag = f(xo) olur. Iki tarafinda x = xo noktasinda tiirevini alirsak a, = f'(xo). Genel formiil,
her k € N icin

(e ]

fPx=Y ayn-n-1)--m-k+1)(x—x)"*
n=k

bagintisindan ¢ikar.

3. Kuvvet Serilerinin integrallenmesi

Teorem 21. f(x) =X07  a,(x—xo)" kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapi R > 0 ise, her C € R igin

00 an, a
Fx)=C+ ) —x0)"! = C+ ap(x— x0) + —(x—x0)° + -+

(x) P (x = xo) o (X = Xo) + == (x = Xo)
kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapt da R olur ve

F'(x) = f(x), Vxe (xo—R,xo+R)

ve X OO o0 X o0 an
f Z a,(t—x9)dt = Z anf (t—x0)"dt = Z L (x—x)"!
X0 n=0 n=0 X0 n=0 n+1
olur.
Ispat.
. a, \l/n . 1/
limsu =limsup(|la n
5 p(n+1) 5 p(lanl)

oldugu??de oldugu gibi gosterilir. Dolayisiyla F (x) kuvvet serisi tiiretilebilirdir ve tiirevi f (x) olur.
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Ornek 99.
sinx -y £

f(x):{l,x o

icin [y f (x)dx integralini bir seri olarak ifade edin.

Coziim.
T B v/ [e @] (_l)n Zn)
fof(x)dx—fo (nzo—(ZnH)!x dx
= S ( 1) fﬂ 2ndx
o 2n+1)!
o ( l)n 2n+1
Z 0 2n+1)2n+1)!
Taylor Serileri

Simdi bu islemi tersten diisiinelim.

Tanim 6. f fonksiyonu bir xyg noktasinda sonsuz kere tiirevlenebilsin.

(n)
Zf n( 0)( )"

n=0

kuvvet serisine f’in xo merkezli Taylor serisi denir. xo = 0 6zel durumunda ise Taylor serisine
Maclaurin serisi denir.

Uyarilar

1. Teorem 20, eger R > 0 icin

oo £(n)
fx)=3 ! n(!x()) (x—-x0)", [x—xl<R

n=0

ise sag taraftaki kuvvet serisinin f fonksiyonunun Taylor serisi olmak zorunda oldugunu
soyler.

2. Bir fonksiyonun Taylor serisinin x = xp'da f(xp)’a yakinsadigini biliyoruz. Eger bu seri sa-
dece xp'da degil ayn1 zamanda x'1 iceren bir I acik araligindaki her x icin f(x)’e yakin-
sarsa, f fonksiyonuna x = xy'da reel-analitik deriz.

3. Tanim geregi bir xy noktasinda sonsuz kez tiirevlenemeyen bir fonksiyon reel-analitik ola-
maz. Ornegin f(x) = |x| (birinci tiirevi 0 noktasinda yok) veya f(x) = x3'2 (ikinci tiirevi 0
noktasinda yok) fonksiyonlar1 x = 0 da reel-analitik olamaz.

4. Ote yandan bir fonksiyonun sonsuz kere tiirevlenebilmesi onun o noktada reel-analitik
olmasi i¢gin yeterli degildir. Ornek i¢in bkz. Ornek 100. Yani bir fonksiyonun Taylor
serisi o fonksiyona merkezi haricindeki higbir noktada yakinsamayabilir.
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Ornek 100.

olsun.

2 4

Sekil 0.15: f(x) = e” V¥ x #0.

Her neN icin f"(0) = 0 oldugunu gosterebiliriz. Her n € N i¢in p, bir polinom olmak iizere,
-1/x?
£ () = pnl/x)e ', x#0
0, x=0

oldugunu gosterelim. Bu onermenin (1) n = 0 i¢in dogru oldugunu gosterin (bu barizdir), (2) n
icin kabul edip n + 1 icin dogru oldugunu gosterebilirsek, tiimevarim yontemi 6nermenin her
n € N icin dogru oldugunu séyler. Simdi onermenin dogrulugunu n icin kabul edip n+ 1 igin
gosterelim. Once £V (0) = 0 oldugunu gorelim.

pa(1/h)e 1" o

(n) (n)
sy SO = O
;70 = lim h = Jim h

olur. Zira sagdan ve soldan limitler asagidaki gibi bulunur.

1/h —1/h?
lim pnie 77 _ lim p”(l’?u =0
h—0+ h u—co U

1/h —1/H?
lim PrMe 7 p”(?u =0
h—0- h u——co U

Simdi bir pn+1 polinomu igin ve x # 0 igin £V (x) = ppa1 (1/x) e V%

p.(2)(=2%) + pn(2)(22%) polinomu olarak tanimlarsak x # 0 icin £V (x) = ppi1(1/x)e”
Yani onermenin n+ 1 i¢in dogru oldugunu gostermis olduk.

f’inx = 04daki Taylor serisi acilimina S(x) diyelim. S(x) serisinin tiim katsayilar sifirdir ve bu
yiizden sonsuz yakinsaklik yaricapina sahip olup, her yerde sifir fonksiyonuna yakinsar. f(x) #0,
x # 0 oldugundan, bu seri f’e sadece x = 0'da yakinsar. Yani f x = 0'da sonsuz kere tiiretilebilme-
sine ragmen x = 0'da reel-analitik degildir.

oldugunu gorelim. p,+1(2) =

2
VX" olur:

Teorem 22. —oco < a < b < oo olmak iizere f bir (a, b) agik araliginda sonsuz kere tiiretilebilen bir
fonksiyon olsun. Eger
|fP|<M",  Vxe(ab), VneN 3)
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sartint saglayan bir M > 0 sayist varsa, her xo € (a, b) i¢in

00 (n)
f—('xO)(x—xo)”, Vx€(a,b)

f=>
n=0

olur. Yani f, (a, b) araliginda reel-analitiktir.

Ispat. Taylor serisinin kalan kismuni

n f(k) (x0) oo (k) (xo)

R0 = f0- Y I o= § LU0 e
e ko1 K

olarak tanumlayalim. f’in (a, b) lizerinde reel-analitik olmasi her x € (a, b) i¢inlim,_.o R,(x) =0

olmasi anlamina gelir. Daha dnceki analiz derslerinde gormiis oldugunuz iinlii Taylor Teoremi

sayesinde, her x € (a, b) icin

f(n+l) (©)

(n+1)!

esitligini saglayan ve x ile xy arasinda kalan bir c sayisinin oldugunu biliyoruz. Her x € (a, b) icin

)n+1

R,(x) = (x—

(M]x = xo))"*!

0<|R,(x)| <
| Ry (X)] D!
Zira
n
lim — =0, Vy=0
n—oo n

oldugu diziler icin oran testi sayesinde goriilebilir.

Yukaridaki teoremde verilen (3) kosulu, Taylor serisinin kalan kisminin sifira yakinsamasi
icin yeter bir sarttir. Literatiirde bu sart disinda baska yeter sartlarda bulabilirsiniz.

Ornek 101. Her x € R icin

: o (_1)n+1 2n+1 = (=" 2n PR S
sinx= ) ———x""*} COSX = x-", et=) —x",
n—o 2n+1)! o (2n)! n=o !

oldugunu gosterelim.

Coziim. Oncelikle sinx fonksiyonun x = 0 noktasindaki Taylor serisinin Y., ((grll):;)l, x2"* oldu-
gunu gosterin. Simdi bu Taylor serisinin her x icin sin x fonksiyonuna yakinsadigini gosterelim.
Bunun igin Teorem 22den yararlanalim. f(x) = sinx ise her x € R i¢in i¢in |f(”) (x)| < 1" olur.
Dolayistyla sin x i¢in yazilan yukaridaki serilerin her a > 0 icin (—a, a) lizerinde yakinsadig ve
dolayisiyla seri aciliminin her x € R icin gegerli oldugu goriiliir.

Simdi e* igin yazilan serinin her x igin e* fonksiyonuna yakinsadigini gorelim. Bir a > 0 i¢in,

|f(”)(x)|:ex5e“::MsM”, Vx€(—a,a)

olur (zira M > 1dir). Yukaridaki teoremin sarti saglanmugstir. Yani e*’in seri acilimi her x icin e*’e
yakinsar.
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Kuvvet Serilerinin Kapali Formlari
o = Z x", |x|] <1 4)
—x =

ifadesinden yararlanarak, ¢esitli kuvvet serilerinin kapali formlarini bulabiliriz. Veya cesitli fonk-
siyonlarin Taylor serisini hesaplayabiliriz.

Ornek 102. Denklem 4'de x yerine —x yazarsak

1 _ 2_ .3
—=1l-x+x"—-x"+-,|xI<1
1+x

elde ederiz.

s 1

Ornek 103. Py fonksiyonunun MacLaurin serisini yazin ve serinin hangi aralikta yakinsadi-
-X

gini belirleyin.

. —(1) - Z(/Z) S <2
2—x \2)1=x2 24" on+l’ .

X n=0 n=0
. 6x ) . . .. .
Ornek 104. 7 —ar 1 fonksiyonunun MacLaurin serisini yazin ve serinin hangi aralikta ya-
xX‘—4x—
kinsadigini belirleyin.
Oncelikle

6x 1 _‘i 50" Zx
5x2—4x—1 1+5x 1-x

Birinci seri |5x| < 1 igin, ikinci seri ise |x| < 1 icin yakinsar. Yani

6x

5x2—4x-1

S 1
Z (-5"-Dx",  |xl<=
n=0 5

olur.

Ornek 105. In(1 + x) fonksiyonunun MacLaurin serisini yazin ve serinin hangi aralikta yakinsa-
digini belirleyin.

n+1

1 o oS X
In(l+x)= | —dx= -1)"x"dx = -1)" : 1
n(l + x) f1+xdx fn;o( )" x"dx c+n;0( ) —— |x| <

x =0 konulursa0=1n1 = C bulunur. Yani

[es) 1n+1
ln(1+x):z( ) , x| <1

bulunur.
Yukaridaki serinin x = 1 i¢in de yakinsak, x = —1 i¢in iraksak olduguna dikkat edin. (Neden?)
Dolayistyla Abel Teoremine gore
[e) (_ 1) n+1xn

Inl+x)=) ——, -1<x<1
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bulunur. Ozel olarak

© (1 n+l
In2=)" (=1
n=1 n
olur.
Ornek 106. Geometrik serinin tiirevini alarak
;:inx”_1 “1<x<1
-0 &
ve iki kere tiirevini alarak
1 - n—-2
—Zn(n—l)x R -1<x<1

1- x)3 - n=2
oldugunu gosterin.

Ornek 107. arctan x fonksiyonun x = 0 merkezli kuvvet serisini belirleyin ve

/8 1 1 1
—=l-=+=-—==+
4 3 5 7
bagintisini elde edin. (Bu baginti t sayisini hesaplamak icin pek de iyi bir yontem degildir ¢iinkii

yakinsama hizi ¢ok yavastir. )

Ornek 108. Asagidaki fonksiyonlarin Maclaurin agilimini ve bu agilimin gegerli oldugu aralig
belirleyin.

1-x

1+x

x3

1-2x2

11. Hafta. Fourier Serileri

(A)

Tanim 7. f:[—a,a]l — R olsun. Her x € [—a, a] i¢cin f(—x) = f(x) oluyorsa f fonksiyonuna
cift fonksiyon, her x € [—a, al i¢cin f(—x) = —f(x) oluyorsa f fonksiyonuna tek fonksiyon
denir.

Cift fonksiyonlarin grafikleri y-eksenine gore, tek fonksiyonlarin grafikleri ise orijine gore
simetriktirler. 1, x2, x*, cos x ¢ift, x, x3, sin x ise tek fonksiyonlara drnektir.

Eger [—a, a] araliginda tanmiml f fonksiyonu tek bir fonksiyon ise
a
fx)dx =0, (varsa)
-a
cift bir fonksiyon ise
a a
fx)dx = 2[ fx)dx, (varsa)
-a 0

olur.
Cift ve tek fonksiyonlarin toplami ve ¢arpimlar asagidaki gibidir.

cift + cift = ¢ift, cift x cift = cift, tek + tek = tek, tek x tek = cift, cift x tek = tek.
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(B)

Lemma l. Hern=1vem =1 tam saylari igin

T b/
fcosnxdx:f sinnxdx =0,

—7T -7
T
f cosnxsinmxdx =0,
—7T

0, n£Zm

b/ T
fcosnxcosmxdx:f sinnxsinmxdx =
T, n=m

=TT =7

Ispat. Ilk integralin sifir oldugu direkt hesaplanir. Ikinci ve iiciincii integrallerde, integran-
din tek bir fonksiyon oldugu ve bu yiizden simetrik bir aralik iizerinde integralinin sifir ola-
cag goriiliir. Son iki integralin hesabt igin ise

1
COSNXCOSmMX = 5 (cos(n—m)x+cos(n+m)x)

ve

1
sinnxsinmx = 3 (cos(n— m)x—cos(n+ m)x)

esitliklerinden yararlanilir.

(C) a=xp<x1 <x2<---<xp=Dbolsun. Eger f fonksiyonu her (x;, x;+1) agik araliginda stirekli
ve
lim fe,  lm f(), i=l..n

X—=Xj-1

‘limitleri varsa f fonksiyonuna [a, b] arahg1 iizerinde parcal1 siirekli bir fonksiyon ? denir
ve f € PCla, b] yazilir. f fonksiyonunun x; noktalarinda ne tanimlh olmasina ne de tanimh
ise siirekli olmasina gerek vardir.

Notasyon. f(c+) =limy_ .4 f(x), flc=) =limy_._ f(x).

BN
Y

Sekil 0.16: Parcali siirekli bir fonksiyon.

2Parcali siirekli fonksiyonlarin farkli baglamlarda farkli tanimlari oldugunu ekleyelim, bkz. https://
proofwiki.org/wiki/Definition:Piecewise_Continuous_Function.


https://proofwiki.org/wiki/Definition:Piecewise_Continuous_Function
https://proofwiki.org/wiki/Definition:Piecewise_Continuous_Function
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Ornek 109.

xz, xe[0,1)
0= {x+ 1, xe(L,2]

ise f € PC[0,2] olur. fonksiyonun x = 1 noktasinda siireksiz oldugunave f(1-) =1 ve f(1+) =
2 olduguna dikkat edin. Ote yandan

fx)=1/x, x€(0,1)

ise [ fonksiyonu 0 noktasini iceren bir aralik iizerinde parcali siirekli olamaz ¢iinkii f(0+)
degeri tanimsizdir.

Son olarak
f(x) = xsin(1/x), x#0

icin f € PC[-1,1] fakat ' ¢ PC[-1,1] oldugunu gosterin, bkz Sekil 0.17.

0.4

0.2
—0.4 \7 . v 0.4
—0.2

Sekil 0.17: f(x) = xsin(1/x)

Uyar1 8. i) [a,b] kapali araligi iizerindeki siirekli bir fonksiyon parcali siireklidir.
ii) fe PCla,b] ise fff(x)dx Riemann integrali tanimlidur.

iii) Parcali siirekli fonksiyonlarin toplamlari, carpimlar: ve kompozisyonlar: da parg¢al sii-
rekli olur.

Tanim 8. f € PC[—mn, 7] olsun. O halde

1 b/
a,=— f(x)cosnxdx, n=0,1,2,3,... (5)
TJ-n
ve
1 b/
b, =— f(x)sinnxdx, n=123,... (6)
TJ-n
integralleri tanimlidir ve
a oo
?0 + Y apcosnx+bpsinnx 7

n=1
serisine f fonksiyonunun Fourier serisi denir. Burada a; ve b, sayilarina f fonksiyonunun
Fourier katsayilar: denir.

Uyar19. a) Bu tamimda yakinsaklikla ilgili hicbir bilgi olmadigina dikkat ¢ekelim. Yani
f € PCl[—m,n] olan bir fonksiyonun Fourier serisi herhangi bir x € [—n, 7| i¢in raksak
olabilir, veya yakinsak ise f (x) degerinden farkli bir degere yakinsayabilir.
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b) Lemma 9 der ki (7) formundaki bir seri, bir f fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsarsa,
o seri [ fonksiyonunun Fourier serisi olmak zorundadur.

¢) Eger Fourier serisi bir x i¢in yakinsaksa, x + 27 i¢in de ayni degere yakinsar. Dolayistyla
Fourier serisi [—n, ] araliginda yakinsak ise tiim R iizerinde yakinsar ve yakinsadigt
fonksiyon 2m periyodik bir fonksiyon olur.

d) Eger [ tek bir fonksiyon ise, her n igin a,, = 0, ¢ift bir fonksiyon ise b,, = 0 olmak zorun-
dadr.

Fourier Serilerinin Yakinsakligi
Tamm 9. f € PC[-n, 7] olsun. 27 -periyodik fper: R — R fonksiyonunu
flxH) + fx-)

2 , X€E (—m,m)
fper(x) = f(—]'[+)2+f(7l'—) , X=+7
Jper(x+2nm), ne”z

olarak tanmimlayalim.

Uyar1 10. [ fonksiyonunun siirekli oldugu x € (—n, ) degerlerinde

fx+H)+ f(x-)

flx) = 5

= fper(x)

olur. f € PCl[—mn,n] oldugundan, [—n,n] araligindaki sonlu nokta hari¢ her x igin f siirekli ve
frer(x) = f(x) olur. [-7, 7] lizerinde sadece f fonksiyonunun sicrama yaptigi x noktalarinda veya
X = =7 noktalarinda f (x) # fper(x) olabilir.

Teorem 23 (Dirichlet Teoremi: Fourier Serilerinin Noktasal Yakinsaklig1). Hem f € PC[-m, 7]
hem de f' € PC[—mn,n] olsun. Bu durumda f fonksiyonunun Fourier serisi noktasal olarak fper
fonksiyonuna yakinsar, yani a,, ve b, katsayilari (5) ve (6) olmak iizere,

aop X .
frer(x) = -+ Y ancosnx+bysinnx,  x€eR.
n=1

Ispat. Teoremin ispati béliim sonunda verilecektir.
Uyarilar:

1. Bir fonksiyonun Fourier katsayilarini hesaplarken fonksiyonun tiirevi ile ilgili bir bilgi kul-
lanmiyoruz hatta tiiretilebilir oldugunu bile kabul etmemize gerek yok. Ama yine de Fo-
urier serisinin yakinsaklig icin fonksiyonun tiirevi {izerine kosul koyuyoruz. Bu ilging bir
durum. Ayrica eger tiirev tizerindeki kosul kaldirilirsa noktasal yakinsama teoreminin ge-
cerli olmadig gosterilebilir. Ornegin, Fourier serisi bazi1 noktalarda iraksayan 27 periyotlu
stirekli fonksiyonlar vardir. [Ergl5]

2. Fourier serileri ve kuvvet serilerinin yakinsakliklarini kiyaslayalim. Bir kuvvet serisi yakin-
saksa yakinsadig1 fonksiyonun sonsuz kere tiiretilebilen bir fonksiyon olmasi gerekir. Ote
yandan bir Fourier serisi siireksiz bir fonksiyona bile yakinsayabilir.
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3. fePCl-m,n]ise f ve fper fonksiyonlarinin Fourier katsayilar1 ve dolayisiyla serileri ayni-
dir.

4. Fourier serisinin diizgiin yakinsamasi icin f’'nin [—7, 7] {izerinde siirekli ve f(—m) = f ()
olmasi zorunludur. ispat. Eger bu sartlar saglanmazsa fper [-7, 7] lizerinde siirekli olamaz.
Siirekli fonksiyonlardan olusan Fourier serisi siireksiz bir fonksiyona diizgiin yakinsaya-
maz.

Teorem 24. Eger f : [r, 1] — R fonksiyonu siirekli ve f' € PC[—mn,n] ve f(—n) = f(r) ise f fonksi-
yonunun Fourier serisi f fonksiyonuna [—n,n] araliginda diizgiin olarak yakinsar.

Yukaridaki teoremin ispati i¢in bkz. [Ergl5], syf. 141.

Fourier serileriyle ilgili rnekler

Ornek 110.

3 -1, egerxe[-m,0]
f(x)_{l, eger x € (0,7]

fonksiyonun Fourier serisini ve serinin noktasal limitini belirleyiniz. Bu yakinsama diizgiin ola-
bilir mi?

Coziim. Bu fonksiyon tek fonksiyondur. Dolayisiyla a,, = 0 olur.

1 /7 2(1-cosnm) 2(1-(-D"
b,=—-| f(x)sinnxdx= ( ): (-7
TJ-n nn ni
Yani by, =0 ve by, = ﬁ olur.

Dirichlet Teoremi nedeniyle

-1, egerxe(-m,0)

4 & sin((2n—1)x) .
—Z—z 0, egerx=-m,x=0,x=7 (8)
., (@2n-1) ’
1, eger x € (0,7)
—A_A | 1.0 —~A—A- — —A_A -
O.Sj
=3t —2‘rr —‘l‘( Tt 2‘rr 3‘7‘(

-0.9+

MAVAWE - MAVAWY.E MAVAVS [

Sekil 0.18: (8) denklemi ile verilen Fourier serisinin N = 2 ve N = 4 icin kismi toplami ve noktasal
limiti.

Fourier serisi siirekli fonksiyonlardan olustugundan, seri siireksiz bir fonksiyona diizgiin ya-
kinsayamaz. Yani yukaridaki yakinsama diizgiin olamaz.



11. HAFTA. FOURIER SERILERI 61

Ornek 111. Yukardaki seri agiliminda x = 7t/2 koyarsak

(1)n+1
l_f( )= Z 2n—1

yani

agtlinuni elde ederiz.

Ornek 112. f(x) = |x| fonksiyonun Fourier serisini ve serinin noktasal limitini belirleyiniz. Bu
yakinsama diizgiin miidiir?

Coziim. Bu fonksiyon cifttir ve bu yiizden b, = 0 olur. n = 1 ise
T

1t 1 7 1
ap = — f(x)cosnxdx = —2[ f(x)cosnxdx = —f xcosnxdx
TJ-n 7 Jo 7 Jo

u = x, dv = cos nx yazilir ve kismi integrasyon uygulanirsa,
2
an:T(cosnn—l), n=1
nem

Yani
-4

a ZO, hon-1=—7T""7"—,
2n 2n—1 (271—1)27'[

ve ayrica
1 T
= — d =
agp 2 fXdx=m
olur. f(x) = |x| i¢in [-m, ] iizerinde fper = [ oldugunu goriip Dirichlet Teoremini kullanirsak

7 4 & cos2n—-1)x

x| = ———n; on_1p . elmal 9)
olur.
X |lcosn—1)x © 1 x 1
- @ | < < -
2| "an-12 =L

son seri p =2 serisi oldugundan yakinsaktir. Weirstrass-M testi Fourier serisinin [—m, 7] iizerinde
diizgiin olarak | x| fonksiyonuna yakinsadigini séyler.

\ A/
\/ b\

-3 -2 -7 s 27 3

Sekil 0.19: (9) denklemi ile verilen Fourier serisinin N = 2 kismi toplami (yani /4 -4 cos x/m) ve
noktasal limiti |x|. Kestirimin N = 2 icin bile ne kadar iyi olduguna dikkat edin.
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Sekil 0.20: f(x) = x fonksiyonun Fourier serisinin N = 4 kismi toplami ve noktasal limiti.

I I I I
-10 -5 5 10

Sekil 0.21: f(x) = x? fonksiyonun Fourier serisinin N = 4 kismi toplami ve noktasal limiti.
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Tablo 0.1: Asagida verilen Fourier serilerini hesaplayin.

Fonksiyon Seri [—m, ] arasinda yakinsadigi fonksiyon
0 0 0, -1<x<0
, X< _ .
f(x):{x 20 %—%Z‘,’le%—(—l)”smmx) fper(x) =< x, O<x<m
T w2, x=+n
2 _1\n
f(x) :x2 %+4Z?=1%COS(HX) fper(x) :xZ, |.X'| =7
sinx, x<0 . sinx, —-m<x<0
f(x) = %+%smx—% (;lozl c40;22111x fper(x) =
0, x=0 0, O<sx<nm
7T, —-1<x<0
_ m, x<0 3n 0o 2 cos(2n—1)x sin(nx) _ /2 -0
f= x, x=0 THLnTr o eeen? oo foer() =4 m/2, x=
T X, O<x<m

i V! 7 T
f(x) =I|sinx| s - 20:1% frer(x) =Isinx|, -r<x<n

. X, —-T<X<TW
f=x 2Y%  (~1n+isinnx fper(x):{o e in
)= —x)0+x) R e e foer(X) = (T =x) (T + %), |x| <7

N 0 x+n, —-n1<x<0
xX+m x< .
Ji= {x—ﬂ x=0 —2Y5L S Joer(x) =40, x=0
S x-m, 0<x<nm

Zorunlu Olmayan Boéliim: Fourier Serilerinin Noktasal Yakinsaklig ile ilgili
Teoremin Ispat1

Ispat (Teorem 23.). Oncelikle sonlu nokta disinda f ve fpe, fonksiyonlar esit oldugundan, Fo-
urier katsayilarinin ve dolayistyla Fourier serilerinin ayni olduguna dikkat edelim. Dolayisiyla f
fonksiyonunun Fourier serisinin yakinsakligi yerine fye, fonksiyonunun Fourier serisinin yakin-
sakligini ispatlamak ayni seydir. Ozel olarak f fonksiyonunun 27 periyodik bir fonksiyon oldu-
gunu kabul edebiliriz.

N
Sn(x) = 4 + Z aicoskx + bysinkx
2 =
f fonksiyonunun Fourier serisinin kismi toplamlarini gostersin.
Lemma 2 sayesinde her x € R i¢in

b/
Sn(x) = 1 fx+1)Dn(p)dt,
TJ-n

ve

sin(N +3)t
£ ’
2
oldugunu gosterecegiz. Daha sonra Lemma 3 sayesinde, her x € R icin

1 N
DN(t):E+Zcoskt: t¢2nZ
k=1

2sin

fx+) N f (ch—)

1 (0 1 (™
lim S = lim — HDyn(Hdt+ lim — HDn(Hdt =
. N(x) ng;onf_”f(x+) n(B) +N1£I;0ﬂf0 f(x+ ) Dy(2)

oldugunu bulup ispati bitirecegiz.
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Lemma 2. f € PC[—n,n] ve2n periyodik bir fonksiyon, ay ve by Fourier katsayilari olsun.
1 N
Dn(f)==+)_coskt
2 4

olmak iizere
ap N 1"
Sn(x) = >t Y arcoskx+bgsinkx=—| f(x+t)Dn(t)dt (10)
k=1 TJ-m
Her N €N,
sin(N +3)t
£ M
2

1 N
DN(t):§+Zcoskt: t¢2nZ (11)

k=1 2sin

Ispat. Oncelikle f € PC[-m, 7] oldugundan f fonksiyonunun Fourier katsayilarinin taniml ol-
duguna dikkat edelim.

i) HerkeNvexeR icin

1 m
akcoskx+bksinkx:; f(x+1t)cosktdt

-7

oldugunu gérelim.

1 b/
apcoskx+ bysinkx =— f(t)(cosktcoskx+sinktsinkx)dt
TJ-n

:% f(t)cosk(t—x)dt

1 T—X
=— f(s+x)cosksds
TJ-n—x
b/

=— f(s+x)cosksds
T J-n

En son egitlikte T-periyodik bir fonksiyonun integralinin, varsa, her T uzunlugundaki aralik
iizerinde ayni oldugu bilgisini kullandik, bkz. Lemma 4.

ii) Yine Lemma 4 kullanilarak oldugunu gosterebiliriz.

i

1 (" 1
? = g _nf(S)dS— g

f(t+x)dt:% fle+x)dt

—Tn—X
iii) Ilk iki énerme kullanilarak (10) bagintisi ¢ikar.

iv) (11) bagintisini gostermek icin

t N N
2sin; Y coskr= ) [sin(k+1/2)t—sin(k—1/2)t] =sin(N +1/2)t—sint/2
k=1 k=1

olduguna dikkat etmek yeterlidir.
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Lemma 3. f, f' € PC[-n,7] ve f, 2n periyodik bir fonksiyon olsun. Dy, (11) de oldugu gibi ta-
mimlansin. O halde

1 T
lim —f Foc+ DDy(pde = L&
N—oo 7T Jo 2
10 -
iim 2 [ fee+ nDy(dr= 152
N—’OOT[ —7T 2
olur.
Ispat. Oncelikle
T b4 N T
f Dn(®dt=| (1/2+) coskndt==
0 0 k=1 2
ve o
Dy(dr="2
x 2
oldugunu kolaylikla goriilebilir.
1 /4 1 b/ b/
—f flx+ t)DN(t)dt—w:—f flx+ t)DN(t)dt—wf Dn(t)dt
T Jo 2 T Jo Y2 0
11" 1) —
:_f YOt 0@ 1 a
T Jo t
1 f” (fx+0—f(x+) tsin(N+ l/z)tdt
7 0 t 2sint/2
1 b/
:—f g(t)sin(N+1/2)tdt
T Jo
X+1)— [(x+ t
gy = SO fGer)
t 2sint/2
Eger g € PCJ0, ] ise Riemann-Lebesgue Lemmasinin sonucu olan Lemma 8 kullanilarak
1 T
lim —f g(O)sin(Nt+1t/2)dt=0
N—oo T Jo

sonucu buluruz.

g fonksiyonunun PC|0, ] oldugunu gorelim. t € (0, ] araliginda g fonksiyonunu parcali sii-
rekli fonksiyonlarin toplami, ¢carpimzi ve bileskesinden olustugundan pargali siirekli olur. g fonk-
siyonunun [0, ] tizerinde parcali siirekli oldugunu gostermek igin geriye t = 0 noktasinda g fonk-
siyonunun sagdan limitinin var oldugunu kontrol etmek kalryor.

(f(x+ t)t—f(x+)) lim t/2

t—0+ sin £/2

lip 5= Jiy =D

Yukarida f' € PC[-n, 7] oldugu icin f'(x+) degerini vardir. Lemma 5 yukaridaki limitin de var
olmas: gerektigini soyler.

Lemma4. f fonksiyonu T -periyodik olsun, yani tanim kiimesindeki her x € icin f(x+T) = f(x)
sartint saglasin. O halde her a € R i¢in

T/2 T a+T
f(x)dx:f f(x)dx:f fx)dx
T/2 0 a

olur.
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ispat.
a+T 0 T a+T
f f(x)dx:f f(x)dx+f f(x)dx-i—f fx)dx
a a 0 T

Son integralde u = x — T doniisiimii yapip f fonksiyonunun T-periyodik oldugunu kullanirsak

a+T a a 0
f f(x)dx:f flu+ T)du:f f(u)du:—f fx)dx
T 0 0 a

oldugundan istenilen sonucu buluruz. buluruz.

T-Periyodik fonksiyonlarin toplamlar ve ¢arpimlarinin da T-periyodik olduguna dikkat ede-
lim.

Lemmab5. f(xy+) ve f(xo—) limitleri var olsun.

f(xo+ h)— f(xo+)
h

f(xo +h) - f(xo—)
h

D = li D_ = li
+f (x0) Jim f(xo) Jim

limitleri de varsa bu limitlere f fonksiyonunun xy noktasindaki sagdan ve soldan tiirevi denir.
Eger f'(xo+) varsa yani [’ fonksiyonu xo noktasinda sagdan siirekli ise D f (xo) de vardir ve

Dy f(x0) = f'(x0+)
olur. Benzer sekilde f'(xo—) varsa D_ f (xo) = [’ (x0—) olur.

Ispat. Yeterince kiigiik bir 6 > 0 i¢in g(x) = f(x), x € (xg, X0 +6] ve g(xo) = f(xo+) olsun. [xg, xo+6
araliginda g fonksiyonu siirekli ve (xy, xo+0) araliginda tiiretilebilir oldugundan, ortalama deger
teoremi uyarinca her h € (0,6) igin 6yle bir c, € (xg, x) vardir ki

g(xo+ h})l —8(x0) _ ()

veya
fxo+h)— f(xo+)
h

olur. Iki tarafin da limy_ .+ limitini alirsak sag taraf tanim geregi f'(xo+) degerine esit oldu-
gundan sol tarafin limiti de ayni degere esit olur. Ama sol tarafin limiti ayni zamanda D f (xy)
oldugundan ispat biter.

= f/(cx)

Ornek 113.

x?2, x€[0,1]
f(x)_{x+1, x€el,2]

fonksiyonu icin D_f (1) =2 ve D, f(1) = 1 oldugunu gésterin.
Ornek 114. f(x) = VX, x = 0 fonksiyonu icin D, f(0) degerinin tanimsiz oldugunu gosterin.

Uyar111. Eger f bir x noktasinda tiiretilebilir ise D, f (x) = D_ f (x) = f'(x) olduguna dikkat edin.
D, f(x) veya D(x) yoksa veya varsa ama esit degilse f'(x) yoktur. D, f(x) veya D_ f (x) varsa ve
esitse bile f'(x) tanmimsiz olabilir.
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Ornek 115.
0, x<0
fx) = {

1, x=0

ise Df1(0) = Df_(0) =0 olur. Ama f, 0 noktasinda siireksiz oldugunda 0 noktasinda tiiretilemez.

Lemma 6 (Bessel Esitsizligi). f € PC[—n, 7] olsun. f fonksiyonunun Fourier katsayilar: olan a,
ve b, sayilart igin

2

4y

2

(o,0) 1 T
+Za,21+b,215— f(x)%dx
n=1 TJ-n

ispat.
ag N .
Sy(x) = -t Y ancosnx+ bysinnx
n=1
olsun. Oncelikle
T az N T
SN(X) f(x)dx=n ?O+ Y a+bi| = Snx?dx
n=1

-7 -7

oldugunu gosterin (ilk ve son integralin ortadaki degere esit oldugunu gésterin). (f—Sn)? € PC|—mn, ]
oldugundan |-, 7] lizerinde integrali vardir. Yukaridaki hesaplardan dolay:

T T
0< | (f)=Sn)?dx=| (F(x)*>=2Sn(x)f(x)+Sn(x))dx
-7 -7

/2 /3
=| fw?dx-| Sn(x)?dx
=TT

=7

Buradan
az N 1 T
—0+Za,21+b25— f(x)zdx
2 n=1 TJ-n

bulunur. Onerme iki tarafin N — oo limitini alarak bulunur.

Lemma 7 (Riemann Lebesgue Lemmasi). f € PC[-nr, 7] olsun. f fonksiyonunun Fourier katsa-
yilari olan ay, ve b, sayilari igcin

lim a, = lim b, =0
n—oo n—oo

yani
T

T
lim f f(x)cosnxdx =0, lim fx)sinnxdx=0
n—oo -7 n—oo -7

olur.

Ispat. Bessel esitsizliginden ¥ 5° a’ + b’ serisi yakinsaktir. Karsilastirma kriterinden Xou a’
serisi yakinsak olur. Buradan da lim,,_. afl = 0 olmalidir. Limitin tamimindan lim;,_. a, = 0
oldugu gosterilebilir. Benzer bir sekildelim,,_., b, = 0 oldugu goriiliir.
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Sekil 0.22: x cos(30x) fonksiyonun grafigi.

Ornek 116. Bessel esitsizligine gore hem Y. a hem de} 5 | b2 serileri yakinsaktir. Bu yiizden
ornegin a, = \/_, bir f € PC[-m, 7] fonkszyonun Fourier katsaylsz olamaz.

Biraz ilerde Riemann-Lebesgue lemmasinin asagidaki versiyonu lazim olacak.

Lemma8. g€ PC[0,7] ise

lim — fg(x)sm(nx+x/2)dx 0

n—oo g

Ispat.

(x)sin(x/2), 0=<x<
foo = {g T
0, -1<x<0

olarak tanimlayalim. f € PC|—n,n] oldugundan Riemann Lebesgue Lemma geregi
11" 11"
0= lim —f f(x)cos(nx)dx = lim —f g(x)sin(x/2) cos(nx)dx
n—oo  J_x n—oo 7 Jo

olur. Benzer sekilde

lim — fg(x)cos(x/2)sm(nx)dx 0

n—oo Jg
olur.
g(x)sin(nx+ x/2) = g(x)sin(x/2) cos(nx) + g(x) cos(x/2) sin(nx)

esitliginin her iki tarafinin sifirdan pi'ye integralini alip yukaridaki sonuglart kullanirsak ispat
biter.

Lemma 9.
oo

fx) = Z nCcosnx+ b,sinnx

serisi [—m, ] araliginda diizgiin yakmsak ise her n € N igin

T

1
a, =— f(x)cosnxdx, n=0,1,2,3,...
T

-7

ve
/4

1
b, =— f(x)sinnxdx, n=123,...
TJ-n

olur.
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Ispat. Teoremin ispaninda asagidaki bilgiden yararlanilir.

Lemma 10. Bir A kiimesi iizerinde f, 4 fvegsmrliisegf, 4 g f olur. Benzer bir sekilde bir
A kiimesi tizerinde Y5 | fn(x) serisi f(x)’e diizgiin yakinsarsa ve g sinirli ise 3.5 | g(x) fn(x) =
g(x) f (x) yakinsamas: diizgiin olur.

Diizgiin yakinsaklik altinda seri isareti ile integral isaretinin yer degistirebildigini ve Lemma 1 deki
sonuglar: kullanacagiz.

T T ao o0 T T T ao
f f(x)dx:f —dx+ Z a, cosnxdx+ by, sinnxdx:f —dx=ayn
-7 - 2 n=1 -7 -7 - 2
Ote yandan her m € N icin yukaridaki lemma sebebiyle
ap :
cosmxf(x) =cos mx—- + ) @, COS NXCOS MX + by, sin nxcos mx
n=1
yakinsamas diizgiin oldugundan, integral alip

T T

cosnxcosmxdx+ bnf sinnxcosmxdx
7T

T /4 aO (o]
f cosmxf(x)dx:f cosmx?dx+ Z an

-7 -7 n=1 -7

buluruz. Birinci ve sonuncu integralin her zaman sifir oldugunu ikinci integralin ise sadece m =
n oldugunda sifirdan farkli oldugunu kullanirsak

b/
f cosmxf(x)dx =ann

-7

sonucunu buluruz. Benzer bir sekilde

T
f sinmxf(x)dx = bpyn

=7

bulunur.

Alhstirmalar

Mustafa Balci, Analiz 2, kitabindan aligtirmalar:
1. Konu 1.4: 1-6.
2. 1. Boliim Sonu Sorulari: 8-12.
3. Konu 2.1: 1-20.
4. Konu 2.2: 1-8.
5. 2. Boliim Sonu Sorulari: 1-6.

6. 3.1:1-9.
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12 ve 13. Haftalar. Has Olmayan Integraller
1. Tip Has Olmayan integral

Tanim 10. a€R ve f : [a,00) — R siirekli olsun.

0o R
f(x)dxz}%irnf fx)dx

a

olarak tamimlariz. Eger bu limit varsa [3° f (x)dx integraline yakinsak, yoksa wraksak deriz.
Benzer sekilde ac R ve f : (—oo, a] — R stirekli olsun.

a a
f fx)dx= lim fx)dx
—0o R—-oco JR

olarak tamimlariz.

flk tamimda f fonksiyonu, [a, R] kapali arahi@ tizerinde siirekli oldugundan 1) f f(x)dx integ-
rali tanimhdir.

Uyar112. a€R ve f : [a,00) — R siirekli olsun. Herhangi bir b > a icin [)° f(x)dx ve [° f(x)dx
integrallerinin ya her ikisi de yakinsak ya da her ikisi birden wraksak olur. Zira

R b R
f f(x)dx:f f(x)dx+f f(x)dx
a a b

oldugundan ve |, f f(x)dx integrali siirekli bir fonksiyonun kapali bir aralik iizerindeki integ-
rali oldugu igin tanimli oldugundan, limp_. |, f f(x)dx velimpg_. flf f(x)dx limitlerinin ya her
ikisi de vardir ya da her ikisi de yoktur.

o0

Ornek 117. f

dx =1n2 oldugunu gosterin.
o e¥+1

Coziim. u = e* + 1 doniistimii yapip, basit kesir yontemi kullanirsak

1 d -1 1 *
f dx:f “ :f(—+ )dx:1n|ex|—ln|ex+1|+C:1n( ¢ +C
e’+1 u(u—1) u u-—1 e’+1

R ek
= lim ln( R )—ln1/2

[e,0] 1 ex
f dx= lim ln( )
o e*+1 R—o0 e*+1

R
:ln(lim ¢

7 +In2=In1+In2=1In2.
R—oo et +1

buluruz.




12 VE 13. HAFTALAR. HAS OLMAYAN INTEGRALLER 71

X

o0

.« T

Ornek 118. f dx = " oldugunu gosterin.
0

e?* +1
Coziim. u = e* doniisiimii uygulayarak,

e*dx du .
—_ = =arctane” +C
e2xX +1 u?+1

ve

fe's) X R
e . T T
f Z—dx = lim arctane® —arctane®’ = = — —.
0o e*+1 R—ooJp 2 4

[e.°]
" X
Ornek 119. f — 7 dx integralinin iraksak oldugunu gosterin.
0 X“+x+1

Coziim. Payda ¢arpanlarina ayrilmadigindan basit kesir yontemini uygulayamayiz.

f X X f u—1/2
————dx = X=| 55—
xX2+x+1 (x+1/2)2+3/4 u?+3/4

Son integrali ikiye ayirirsak

dr 1 1 1
deu:f—:—1n|t|+c:—1n(u2+3/4)+c:—1n(x2+x+1)+c
2t 2 2 2

u2+3/4

f du -l a1 tant+C ~1 t 2(+1/2)+C
- = — —arctan = —arctan —(x
u>+3/4 3J 2+1 /3 V3 V3

olur.
foode— lim In(x*> + x+1) - lim _—1arctani(x+1/2)
0o xX2+x+1 V3 V3

R—o0 R—o0

Birinci limit sonsuz, ikincisi ise sonlu oldugundan integral sonsuza iraksar.
Birazdan bu integralin iraksak oldugunu gostermenin ¢ok daha kolay bir yolunu gorecegiz.

o0 o0
Ornek 120. f dx integrallerinin sonsuza iraksadigini gosterin. f cosdx
0 0

b d f‘x’ 1
X ve
X2 +1 0 VaZ+l

integralinin iraksak oldugunu gosterin.

Coziim. Birinci integral icin u = x*+1 doniisiimii yapilir. Ikinci integral icin x = tan0 déniisiimii
uygularsak

0
fss(:; d@:lnlse09+tan9|+C:ln‘\/x2+1+x‘+C

1
VxZ+1

1
f x—hmln‘sz 1+R‘—ln2 00
0 x2+1

dx

f)rneklZl.f _
0o (x+D(x+2)2

1
=Iln2- 3 oldugunu gosterin.
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Coziim.
A B

1
f—dx:f PR
(x+1D(x+2)2 x+1 x+2 (x+2)?
veA=1, B=C=-1 bulunur.

C
)dx:Aln|x+ 1|+ Bln|x + 2| — —— + sabit
X+2

1
+ln2——
2

oo dx . 1 1 . R+1
f — = lim [In(R+1)-In(R+2)+ —— |-|In1 -1In2+ - | =In| im ——
0 (x+1)(x+2)%2 R-oo R+2 2 R—oo R+2

Ornek 122. f oldugunu gosterin.

© ax d { yakinsak, a<0
edx =
0

wraksak, a=0

Coziim. a # 0 iselimp_., e*R oldugundan

0o aR
s | oo, a>0
f e dx = lim =)
0 R—oo - a<0

olur. a = 0 ise sonug rahatlikla gériiliir.

. ® dx akinsak, >1 .
Ornek 123. f L p oldugunu gosterin.
1 XxP wraksak, p=s1l
Coziim. p #1 ise
© dx o xpl M . MPHl 00, -p+1>0
f — = lim = lim =4
1 X R—oo-—-p+1|; M-oco—-p+1 T -p+1<0

olur.

Tanim 11. f: (—o0,00) — R siirekli olsun. Eger hem fé’o f(x)dx hem de f?oof(x)dx integralleri
yakinsak ise, [°0 f(x)dx integrali de yakinsaktir ve

00 0 o)
f f(x)dx:f f(x)dx+f fx)dx
—o0 oo 0

olarak tamimlanir. Aksi takdirde [, f (x)dx wraksaktur:

Uyar113. (% f(x)dx velimp_ . IR f(x)dx degerleri ayni olmayabilir. Ornegin S5, xdx integ-
rali raksaktir ¢iinkii, [;° xdx = oo integrali iraksar. Ote yandan
R
lim xdx= lim 0=0

R—ooJ_R R—o0

olur.
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2. Tip Has Olmayan integral

Tanim 12. a,beR icin f: (a, b] — R siirekli velim_. 4 f(x) = +o0 olsun.

b b
ff(x)dxzclir(%f fx)dx

olarak tamimlariz. Eger bu limit varsa [ f f(x)dx integraline yakinsak, yoksa iraksak deriz.
Benzer sekilde a,beR ve f : (a,b) — R velim,_j,_ f(x) = o0 olsun.

b c
f fxX)dx=lim | f(x)dx

c—b- a

Uyar 14. Eger f : (a,b] araliginda siirekli ve limy_. 4 f(x) = L limiti varsa, f, a, b] araliginda
pargaly siirekli bir fonksiyon olur ve |, f f(x)dx integrali siradan bir Riemann integrali olur (has

olmayan bir Riemann integrali degildir) ve tanimlidir. Ornegin fol S'igxdx integrali siradan bir
Riemann integralidir ve tanimlidir.

o ld kinsak, p<1

Ornek 124. ax_ pyarmsakp

o xP raksak, p=1
*©d

oldugunu gosterin. Bu davranigin f —;C davranmisiyla p # 1 iken zit olduguna dikkat edin.
1 X

Az
onceki ornegi genellestirebiliriz.
s b , 1 b , 1
Ornek 125. dx _ yakinsak, p < e dx _ yakinsak, p < .
a (x—a)P wraksak, p=1 a (b—x)P raksak, p=1

Teorem 25 (Kiyaslama Kriteri). f : [a,00) — R ve g : [a,00) — R fonksiyonlar: siirekli, ve her
o0

x € [a,00) i¢in 0 < f(x) < g(x) olsun. O halde [° g(x)dx yakinsak ise f fx)dx yakinsak,

a

f f(x)dx wraksak ise f g(x)dx wraksak olur.
a a

Ispat. [7°g(x)dx yakinsak olsun. Her R = a igin

R R 0o
F(R)::f f(x)dxsf g(x)dxsf gx)dx

oldugundan F(R) iistten sinirli ve R 'ye gore monoton artan bir fonksiyondur ve dolayisiylalimp_.o, F(R)
vardur. Yani [, f (x)dx yakinsar. Diger 6nerme de benzer sekilde ¢ikar.
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Teorem 26 (Limit Kiyaslama Kriteri). f:[a,o0) — R ve g: [a,o0) — R fonksiyonlar: siirekli, ve her
x € [a,00) igin f(x) =0, g(x) =0 olsun.

L= lim @

X—00 g(x)
olsun.

* 0<L<ooise [ f(x)dx ve [°g(x)dx integrallerinin ya her ikisi de yakinsak ya her ikisi
de iraksaktur.

o L=0ise [;° g(x)dx yakinsak ise [,° f (x)dx de yakinsaktur.
e L=ocoise [, g(x)dx wraksak ise [,° f (x)dx de iraksaktr.

Ispat. 0 < L <ocove [.° f(x)dx yakinsak olsun. Limit tanimindan her L > € > 0 i¢in dyle bir M > a
vardir ki,

fx)
O<L-e<s——<L+e, Vx=M
g(x)
olur. Yani

O0<(L—-egx)<sf(x)<s(L+egx), Vx=M

olur. Karsilastirma kriterine gire (L—¢) [y, g(x)dx integrali ve dolayisiyla [, g(x)dx integrali ve
Uyari 12 dolayistyla da [,° g(x)dx integrali yakinsak olur.

Uyar1 15. Kiyaslama ve limit kiyaslama kriterleri [°__ tipindeki 1.tip has olmayan integraller ve
2. tip has olmayan integraller icinde gecerlidir.

Tanim 13. f : [a,00) — R siirekli olsun. Eger [.° |f(x)| yakinsak ise [,° f(x)dx integraline mut-
lak yakinsak denir. Eger [7° | f (x)| integrali yakinsaksa ama mutlak yakinsak degilse kosullu
yalansak olur. Bu tanimlari diger tipteki has olmayan integrallere de genellestirebiliriz.

Teorem 27. f:[a,o00) — R siirekli olsun. Eger [° f(x)dx mutlak yakinsak ise yakinsaktir
Ispat. 0< f(0) +|f ()| =2|f(x)| ve2 [7°| f(x)| dx yakinsak oldugundan kiyaslama kriteri nede-
niyle [°(f (x) + |f(x)|)dx integrali de yakinsak olur.

R R R
f f(x)dx:f (f(x)+|f(x)|)dx—f |f(x)|dx
a a a

limg—_co ff(f(x)+ |f(x)])dx velimp_o ff | f(x)| dx limitleri var oldugundan limg_. fff(x)dx
limiti de vardur. Yani [J° f(x)dx yakinsaktur.

Ornek 126. [;° Six%dx integralinin yakinsak oldugunu gorelim.
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Coziim. Integralin mutlak yakinak oldugunu gérmek yeterlidir.

 |sin x| 1]
f 5 dxsf —de
1 X 1 X

Son integral yakinsak oldugundan sonug ¢ikar.

Yukaridaki teoremin tersinin dogru olmadigini gérelim.

.. ®sinx | . .
Ornek 127. f ——dx integrali kosullu yakinsaktir.
1 X

Coziim. Kismi integrasyon kullanarak

R sin x cosR R cosx
dx=cosl— - 5 dx
1 X R 1 X

olur. R — oo limiti alarak

[e,0] 1 o0
sin x COS X
f dx:cosl—f S—dx
1 X 1 X

CcosXx

bulunur. [7° €5 dx integralinin mutlak yakinsak oldugu ve dolayisiyla yakinsak oldugu karsi-
sinx

lastirma testi sayesinde goriiliir. Yani [7° 2% d x integrali de yakinsaktir.
Simdi mutlak yakinsak olmadigini gorelim.

ni Ismxl n. ko Isinxl ) no2
Z Isinx|dx=) —
1 (k-1 X k > kn -rx = k7

Iki tarafin da n — oo limitini alirsak sag taraf da toplami sonsuz olan harmonik seriyi elde ederiz.
Karsilastirma testi sonucu verir.

Teorem 28 (Seriler icin integral testi). Bir N € N icin f : [N,00) — [0,00) fonksiyonu siirekli ve
azalan olsun. Bu durumda, f N f(x)dx veZ ~ v [ (n) ayni karakterlidir.

Ispat. Genellikten kaybetmeksizin N = 1 alalim. Riemann toplanuni kullanarak,

n
f(2)+f(?>)+---+f(n)sf1 fdx<sfO+f2)+---+f(n-1)

olduguna dikkat edip n — oo limitini alirsak

Y fn) sfl fdx< ) fn)
n=2 n=1

buluruz. Karsilastirma teoreminden sonug ¢ikar.

Ornek 128. ¥ = serisinin iraksadigini gosterin.
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Ispat. f(x) = lnTx olsun. f'(x) = 1‘;# oldugundan, fonksiyon [e,o0) araliginda azalan olur. Fonk-
siyon [e,00) araliginda pozitif ve siirekli oldugundan yukaridaki teoremin sartlar [3,00) arali-

ginda saglanir. flnTxdx = % + C oldugundan

—dx= lim

foo Inx (InR)? — (In3)?
=00
3 X R—oo0

olur. Yani hem integral hem de verilen seri iraksar.

Ornekler

. oo 2

Ornek 129. f o dx integralinin yakinsakligint inceleyin.
0o X

Coziim. Yakinsakhigini bildigimiz [{°1/x*dx integraliyle kiyaslamak igin integrali iki par¢aya

ayiralim.
00 x2 1 xZ o] x2
f dx sf dx+f dx
o x*+5 0o xt+5 1 x*+5

fol xf—;dx integrali siirekli bir fonksiyonun kapali bir aralik tizerindeki integrali oldugu icin ta-

mimly yani yakinsakur. [° xf—idx integralinin de yakinsak oldugunu gorelim.

2/(x*+5
lim M = lim x*/(x*+5) =1
X—00 1/x2 X—00
buluruz. [{°1/x?dx yakinsak oldugundan limit kiyaslama kriteri [{° xfis integralinin de yakin-
sak oldugunu soyler.
Ornek 130 fool—cosxd integralinin yakinsakligint inceleyi
rne ;s 2 x integralinin yakinsakligini inceleyin.

< 1+l

= =7 olur. e %dx integrali yakinsadigindan kiyaslama kriteri

Coziim. x> 1 icin 0 < |1=€08x
X

nedeniyle [;° %dx integrali mutlak yakinsak yani yakinsaktur.

Ornek 131. f(x) = 1;1—%5 fonksiyonun [1,00) iizerinde integrallenebildigini gosterin.

Coziim. f, (0,00) iizerinde siirekli oldugundan, her R > 1 icin [1, R] iizerinde integre edilebilir.
Herx>0vea>0icinlnx < éx“ oldugundan, a = % segersek

0s—5= =—, Vx>1

olur. Son fonksiyon [1,00) iizerinde integrallenebildiginden sonug karsilastirma testi sayesinde
cikar.
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Ornek 132. f(x) = % fonksiyonun (0, 1] iizerinde integrallenebildigini gosterin.

Coziim. Her x € (0,1] icin

0<fmed L

B2 %
olduguna dikkat edelim. Son integral (0, 1] iizerinde integrallenebildiginden, karsilastirma testi
sonucu ¢ikar.

o  In
Ornek 133. f x—fldx integralinin yakinsakligini inceleyin.
1

Coziim. Bu integralin iraksak oldugunu gorelim. x = e i¢in LHT); > ﬁ oldugundan

o] © 1]
f ﬂdx > f —dx
e X+1 e X+1
Sagdaki integralin raksadigini gormek icin 1/ x ile limit kryaslama testi yapabilir veya integre
ederek direk olarak bu integralin sonsuza iraksadigini gorebilirsiniz. Sagdaki integral iraksadigt

icin kiyaslama kriteri nedeniyle soldaki integral ve Uyari 12 nedeniyle de [;° ichji dx integralirak-
sar.

—X

. * 1+e
Ornek 134. f dx integralinin yakinsakligini inceleyin.
1

X+e2x

Coziim. x = a icin eger a yeterince biiyiikse integrand 1/ x gibi davranacak ve [°1/xdx raksak
oldugundan orjinal integral de iraksayacak. Bunu gosterelim. x = 1 ise2x>1vee** = el =1 ve
ﬁ <1< x olur. Yani e™?* < x olur. Ayrica e = 0 oldugundan

l+e™™ 1+0 1
> >
x+e X x+e 2 x+x

foo l+e ™

olur. [{° 3-dx wraksak oldugundan kiyaslama kriteri sebebiyle || "

dx integrali de iraksar.

3. Tip Has Olmayan integral

[e.0]

Ornek 135. f dx integralinin yakinsakligini inceleyin. Bu drnekte verilen integral,

0 X2+x
sonsuz bir aralik iizerinde oldugundan 1. tip, fonksiyon araligin sol u¢ noktasinda sonsuza gittigi
icin ise 2. tip bir integral olarak diistiniilebilir. Boyle integrallere 3. tip has olmayan integral de

denir.
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Coziim. [ #ﬁdx integralinin yakinsamast [y° xZ+—1ﬁdx integralinin yakinsamasini gerek-
tirmez. Bu durum Uyar 12 ile bir ¢eliski icermez. Zira bu ornekte verilen integrand fonksiyonu
[0,00) iizerinde siirekli olmadigindan (x = 0 noktasina yaklasirken fonksiyon sonsuza gidiyor)

Uyari 12 gegerli degildir.

© ] 1 I |
—dx:f —dx+f ——dx:=L+1
fo X2 +/x 0 X2+/x 1 x2+Vx b

yazip sagdaki her iki integralin de yakinsadigini gosterirsek soldaki integral de yakinsar.

1 +x?) 1
B R VPP T B
ve fol ﬁdx yakinsak oldugundan (bkz Ornek 124) limit kiyaslama kriterine gore 1, integrali
yakinsar.
I, integralinin yakinsak oldugunu gostermek igin yakinsak oldugunu bildigimiz [;° édx in-
tegrali ile (bkz Ornek 123) limit kiyaslama kriteri uygulariz.

oo

.« 1
Ornek 136. f —pdx integrali hi¢bir p € R icin yakinsamaz. Zira

0o X
o ] | o ]
f —dx:f —dx+f —dx

yazarsak 1. integral sadece p < 1 igin yakinsarken, 2. integral sadece p > 1 i¢in yakinsar.

Ornek 137. .
f ™1 -x)" ldx
0

integralinin m > 0 ve n > 0 icin yakinsak, aksi takdirde iraksak oldugunu gérelim.

1 1/2 1 1 1 1 1
f xm_l(l—x)”_ldx:f dx+f dx
0 o xI=m(1-x)l-n 12 X1 (1= x)l=n

olarak yazalim. Soldaki integralin yakinsak olmasi icin sagdaki iki integralin de yakinsak olmast
gerekir. Sagdaki birinci integral,

1 1
hm xl-m (1_x)1—n

x—0+ 11
X -m

=1

oldugundan fol/z xll_m dx integrali ile ayni karakterlidir. Yani 1 — m < 1 (veya m > 0 ise) ise ya-

kinsak, degilse iraksaktir. Benzer sekilde sagdaki ikinci integral n > 0 ise yakinsak, aksi takdirde
wraksaktur.

Ornek 138. Asagidaki integrallerin yakinsakliklarini inceleyin. (Cevaplar icin bkz N.E. ders not-

lari syf 153-155)
0 x ©  x? © x2_-1
[ [t [l
0 Vxt+x2+1 —00 X"+ X +1 0 Vx6+6
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®©  x ® sinx ®©  cosx
f dx, f >—dx, f ax,
o e¥+1 o x“+1 0 x2+1

o d x integralinde kismi integrasyon uygulayin)

Bazi Notlar
1. f:[0,00) — Rfonksiyonu siirekli ve pozitif olsun ve [;° f(x)dx yakinsak olsun. limy .., f(x) =
Lve0=<L<ooiseL=0olmahdir.
Cevap. Fonksiyon pozitif oldugundan L = 0 olmalidir. Varsayallm 0 < L < oo olsun. Bu
durumda 6yle bir b > a vardir ki her x € [b,00) icin f(x) = L/2 olur. O halde
f fx)dx = L/2f dx=o00
b b
olur. Yani [,° f(x)dx ve buyiizden [° f(x)dx integrali raksar.
2. f:10,00) — R fonksiyonu siirekli ve pozitif olsun ve [;° f (x)dx yakinsak olsun. limy_. f(x) =
0 olmali midir? (Yani serilerdeki n. terim testi has olmayan integraller icin de gecerli mi-
dir?)
Cevap. Hayir. g(x) fonksiyonunu oyle bir sekilde tanimlayalim ki grafigi, her x = n pozitif
tam sayisini iceren 1/(n2") genisliginde bir acik aralikta yiikekligi n olan bir {icgen olsun,
geri kalan x degerleri icin ise sifir olsun. Bu durumda [;° g(x) = X5, 2n 2 =2olur. f(x) =
g(x)+e *olsun. [;° f(x)dx =[5 (g(x)+e *)dx =2+1 =3 olur. Ama lim_, f(x) tanimsiz
olur. Zira limsup,_,, f(x) = +oo ve liminf f (x) = 0 olur. Ayrica f fonksiyonunun simirsiz
olduguna da dikkat edin.
Alhstirmalar

Mustafa Balci, Analiz 2, kitabindan alistirmalar:

1.

2.

4.1:1-2.
4.2:1-2.
4.3:1-3.
4. Bolim Sonu Sorulan: 1, 2,4, 5,7, 14

Asagidaki integrallerin yakinsadig1 degeri belirleyin.

a) f dx (cevap: 6)
1 vVx+1 P

. Asagidaki integrallerin yakinsakligini inceleyin.
° dx 1/2 ; 5 1/2
) f ——— (yakinsak. sol u¢ noktada 1/(x—1)"' ile sag u¢ noktada 1/(5—x)
1 G-x)(x-1)

ile kiyaslayn.)
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sin™1x
b) f_ll 2 dx (raksak. 1/(1 — x) ile limit kiyaslama testi uygulayin.)

1-x

Tsinx 9.
C) fo ?d x (iraksak. sol ucta 1/x ile kiyaslayin.)

5 dx
d) f_ Ty (iraksak.)

o0
e) f e dx (yakinsak. 1/x? ile limit karsilastirma uygulayin.)
0

14. Hafta. Final Oncesi Genel Tekrar

ICINDEKILER



Kaynakca

[Ergl5] Nurettin Ergun, Analiz 3 notlari, 2015.
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