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Uc BoYUTLU UZAYDA VEKTORLER

3 boyutlu uzayda i, j ve k sirasiyla x, y ve z ekseni dogrultusundaki birim vektorler
olmak tzere herhangi bir vektori

ﬁ:u1i+u2j+u3k

olarak yazabiliriz. Burada uy, us, us reel sayilarina u vektériinin bilesenleri denir.
TUum bilesenleri sifir olan vektore, sifir vektorii denir

0 = 0i + 0j + Ok

iki vektdrii toplama ve bir vektérle bir skalerin garpim islemlerinin ve bu islemlerin
sagladigr 6zelliklerin bilindigini varsayiyoruz. U = uyi + Upj + usk vektdriniin boyu

4]l = \/uf +u +

olarak tanimlanir.



Ic CArPIM

U= uji+ Upj + usk ve V.= vyi + vuj + vak seklinde iki vektoriin i¢ carpimi
u-v= UiVy + U Vo + U3 V3

olarak tanimlanir. Asagidaki 6zellikler bittin vektodrler ve skalerler igin gegerlidir.

QU -Vv=Vv-10,

@i 0=0,

QU (V+W) =0 -V+i W,
© (cli)- V=1 (cV)=c(i- V),



ic carpim sayesinde iki vektdr arasindaki agi belirlenebilir.

LEMMA

U ve V vektdrleri arasindaki agi 6 ise,

07 = [ |7 coso

olur.

ispat.

Bu esitlik kosinus teoreminden elde edilen
(v —0)- (v~ ) = |7 — " = || + |7|* — 2| ||7]] cos 0

ifadesini agarak elde edilir.
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(1) bagintisinin bazi sonuglari séyledir.

@ ki vektdr ancak ve ancak i¢ garpimlari sifir ise birbirine diktir, yani aralarindaki ag
90° olur.

@ |U- V| = ||u]l||V|| lcos 6] bagintisi her i ve V vektérleri igin gegerli olan dnlii
Cauchy-Schwartz esitsizligini verir.

|a- v < || |¥]

Yani
|usvs + Upva + Usva| < (U2 + U3 + U5)/2(VE + vE + v5)'/2



VEKTOREL CARPIM

i # 0 ve ¥ # 0 olsun. Hem & hem de ¥ vektrlerine dik olan ve sag el kurali ile
belirlenen bir tek birim vektor vardir. Bu vektore 7 diyelim.

Ux v={(||d]||v|sin6)i

olarak tanimlanir. Eger vektorlerden biri 0 ise, vektorel carpmd x vV = 0 olarak
tanimlanir. .

Sifirdan farkli &, v vektdrleri ancak ve ancak i x v = 0 ise paraleldir. Ozel olarak da
i x i =0 olur.



LEMMA

Asagidaki ézellikler he e W vektorleri ve her r, s skalerleri igin gegerlidir.
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Vektorel carpimin tanimi sebebiyle
ixj=k  jxk=i  kxi=j

olur. Bu 6zellikler kullanilarak U = uyi + Usj + Usk ve V = vyi + voj + v3k vektorleri
icin, vektorel carpimin

i Ji k
oo U2 U3 U U3 U2
UXV=\u U u|=i —J + Kk
Vo V3 17 V3 Vi Vo
i Vo V3

= i(Upv3 — UzVa) — j(u1va — Ugvy) + k(uyva — Upvq)

oldugu gésterilir. )
Vektor garpiminin birlesme 6zelligi yoktur. Ornegin

—j=ixk=ix(ixj)#(ixi)xj=0.

olur.



VEKTOREL CARPIMIN GEOMETRIK ANLAMI

U ve V tarafindan gerilen paralelkenarin alani
1 7] = 3] 7] sino

olur. Gergekten de i ve ¥ tarafindan gerilen paralelkenarda, || V|| taban uzunlugunu,
||| sin 6 ise yuksekligi verir.

h= ||17H sin 0
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Uc BOYUTLU UZAYDA PARAMETRIK DOGRULAR

Bir P(xg, Yo, Z0) noktasindan gegen ve V = ai + bj + ck dogrultmanina sahip bir
dogrunun parametrik denklemi

F(t) =T+ tv, teR

seklinde yazilir. Burada r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k, dogrunun Uzerindeki bir noktanin
pozisyon vektorl, ry ise P noktasinin pozisyon vektoridar, yani ry = xoi + yof + Zok
seklindedir. Her t € R igin yukaridaki baginti, dogru lzerindeki baska bir noktanin
pozisyon vektdridilr. Bu dogruyu tarif etmenin bagka bir yolu da

x(t) = xp + 1a, y(t) =yo + tb, z(t) = zp + tc.

seklindedir. Eger bu denklemden t'yi gekersek ve a # 0, b # 0, ¢ # 0 oldugunu kabul
edersek, dogrunun
X=X _Y—Yo _Z2-2%

a b c
standart denklemlerini elde ederiz.




ORNEK

(—8,2,—-8) ve (1, —1,4) noktalarindan gegen dogrunun standart denklemlerinin

x-1 _ y+1 z-4

4 -3 7

oldugunu gésterin.

ORNEK

Bir S noktasinin, P noktasindan gegen ve dogrultmani V olan bir dogruya uzakliginin

[P ]

vl

oldugunu gésterin.
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Uc BOoYUTLU UZAYDA DUZLEMLER

Bir Po(Xo, Yo, Z0) noktasi ve 7i = ai + bj + ck normal vektdri bilinen bir diizlem
Gzerinde herhangi bir P(x, y, z) noktasi alirsak,

i PP =0
olur. Bu da
a(x —xo) + b(y —yo) +¢c(z—2) =0

veya
ax+ by + cz=d = axg + byy + ¢z
olarak ifade edilebilir.

Tersine olarak duslnUrsek,
ax+by+cz=d

denklemi, normali ai + bj + ck vektérl olan diizlemin denklemidir.
Bir diizlemin normal vektoriiniin tek olmadigina dikkat edilmelidir.



ORNEK
P(1,3,2), Q(3,—1,6), R(5,2,0) noktalarindan gegen diizlemin denklemini yazin.

CozUM

Diizlemin i = % X ﬁ olarak alabiliriz. Buradan

i k
=2 —4 4|=12i+20j+ 14k
4 -1 -2

bulunur. P(1,3,2) noktasini alirsak, diizlemin denklemini
12(x — 1) +20(y —3) + 14(z—2) =0

olarak buluruz.



ALISTIRMALAR

Q Kobsegenleri birbirine dik bir dikdértgen karedir. Gosterin.

@ Bir paralelkenar ancak ve ancak kdsegenleri ayni uzunluktaysa, bir dikdértgendir.
Gosterin.

@ U-Uy=1U- U ise U = Up olmak zorunda midir?

Q@ Koseleri P(1,—1,0), Q(2,1,—1) ve R(—1,1,2) noktlarinda olan tiggenin alaninin
3v/2 oldugunu gdsterin.

@ i+ 2] — k, —2i + 3k ve 7j — 4k vektorleri tarafindan gerilen paralelytzlinin
hacminin 23 birim kip oldugunu gésterin.

O Herhangi bir Giggende, iki kenarin orta noktalarini birlestiren dogru ti¢linci kenara
paraleldir, uzunlugu ise Uguncl kenarin uzunlugunun yarisidir.

@ S(1,1,5) noktasi ile parametrik denklemi x =1+ t, y = 3 — t, z = 2t olan dogru
arasindaki mesafenin v/5 oldugunu gdsterin.



