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f: AC R — R"fonksiyonuna, n € N ve n > 2 igin, bir vektor degerli fonksiyon denir.
f: AC R — RS durumunda

(1) = x(D)i + y()i + z(1)k

olarak yazilabilir. f fonksiyonun gériinti kiimesine R” izerinde bir egri, f fonksiyonuna
ise bu egrinin bir parametrizasyonu denir.

f(t) = Inti + elj + +/1 — t2k fonksiyonunun tanim kiimesi (0, 1] olur.

f(t) = cos ti +sin tj, t € R fonksiyonu birim gemberin bir parametrizasyonudur.
Baska bir deyisle f fonksiyonunun gériintii kiimesi R? de birim cemberdir.




f.g: R — R"ve h: R — Rise (f + g)(t) = f(t) + g(t) olarak tanimlariz.
Benzer sekilde f — g, (hf), f- g, f x g, f o h fonksiyonlari tanimlanir.

Ve > 0,30 > 0,
O<|t—fl<d = |If(t)—L| <e

kosulu saglanirsa, lim;_,4 f(t) = L deriz.
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Gosterilebilir ki

f(t) = x(B)i + y()i + z(t)k

fonksiyonunun bir fy noktasindaki limiti ancak ve ancak x, y ve z skaler fonksiyonlarinin
to noktasinda limiti varsa vardir ve bu durumda

fim 10 = (i x0) 1+ (i y0) 1+ (im 20



Q lime ¢, (F(1) 4+ 9(t)) = (limeq, £(2)) + (limi g, 9(1)),
Q limi ¢, (F(1) - g(t)) = (limsgy £(1)) - (limeg, 9(1)),
Q limi ¢, (F(1) x 9(t)) = (lime_yq, £(2)) x (lims g, 9(1))
Q limi ¢, (h((t)) = (limg, h(t)) (limig, £(1))

gibi klasik limit kurallari gegerlidir.



o Eger lim;_,¢ 1(t) = f(f) ise f vektdr degerli fonksiyonuna fy noktasinda siirekli
deriz. Eger bu fonksiyon tanim kiimesindeki her noktada stirekli ise, fonksiyonun
kendisine siirekli deriz.

o Gosterilebilir ki
f(t) = x(Di + y(D)i + 2(t)k

fonksiyonu bir f, noktasinda sureklidir ancak ve ancak x, y ve z skaler
fonksiyonlari f noktasinda surekliyse.

1 1
f(t) = %i aF Hi fonksiyonu tanimli oldugu (0,2) U (2, co) kiimesi
lizerinde sureklidir.




_df_ () — 1)

/ _— =
f(t)_dt Pakts h

limiti varsa f fonksiyonuna t noktasinda tiretilebilir denir.

f(t) = cos ti + sin tj fonksiyonunun tarevi f'(t) = — sin ti + cos tj olur.

Egder u ve v tlretilebilir fonksiyonlar, ¢ sabir vektor, ¢ skaler ve f tiretilebilir bir skaler
fonksiyon ise
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Zec=0,
Lleu(t)] = cu'(t)

ZIf(hu(n] = F(Hu(t) + F(Hu' (1),

Slu(t) - v(D)] = u'(1) - v(t) + u(t) - v/(t)
u(t) x v(D)] = u'(t) x v(t) + u(t) x v'(t)

Su(fO)] = £ (O ((1)).




ispat. Ornegin u = uy (£)i + ua(1)j + us()k ve v = vy (1)i + va(1)j + va(t)k olsun.

E(u-v)—g(uv + UaVo + U3V3)
at _df i 2V2 3V3

= Ujvi + UbVo + UgVa + Uy vy + UpVj + UgVjg

u’-v u-v/

olur.



PARAMETRIK EGRILER

r:ICR—R%  r(t) = x()i+ y(t)
olsun. x ve y, t'nin tiretilebilir fonksiyonlari olsun. r fonksiyonun goriintu
kiimesi olan
r(l) = {(x(0), (1)) e R® | t e 1}
kiimesine R%’de taniml bir egri ve

ar o, dy.

gt~ at' ot
vektorine, eger sifir vektorl degilse, bu egrinin teget vektorii denir. Benzer
bir sekilde R3’teki egriler de tanimlanabilir.




r(t) = ti+ t3j, t € Rolsun. x = t, y = t? yazip t'yi elimine edersek, y = x?
denklemini buluruz. Yani x(t) = t ve y(t) = t? parametrik denklemleri, y = x?
parabolliniin bir parametrizasyonudur. Bu egrinin teget vektori

ar
ar ok
ot i+ 2t

olur.




Her tek degiskenli surekli f : A C R — R fonksiyonunun grafigi bir egri tanimlar
ve bu egri r(t) = ti + f(t)j denklemi ile parametrize edilebilir. Ancak tersine
R2’deki her egri bir fonksiyonunun grafigi degildir. Ornegdin x2+ y2 = 1 gemberi
bir fonksiyonun grafigi olarak yazilamaz.

x2 + y2 = 1 gemberi parametrik olarak r(t) = costi + sintj, t € R seklinde
yazilabilir. Aslinda bir egri sonsuz farkli parametrik denklemle tanimlanabilir.
Ornegin r(t) = cos 2ti + sin 2tj denklemi de ayni gemberi tanimlar.

r(t) = cos ti + sin tj + tk parametrik denklemi R3'de bir helis tanimlar.
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FIGURE: Helis grafigi.




SEVIYE EGRILERI VE GRADYAN

Bir egriyi tanimlamanin diger bir yolu, egriyi iki degiskenli reel degerli bir fonksiyonunun
seviye egrisi olarak tanimlamaktir.

f: ACR? — R ve k € R olmak lizere
Ck:{(xz.y)eAf(X7y):k}

kiimesine f’nin bir seviye kiimesi denir.

keR, meRvek #mis CxN Cym = 0 olacagr agiktir zira (x,y) € Cx N Cm ise
f(x,y) = k ve f(x, y) = moldugundan k = molur.

Eger (xo, %) € Ck ve V{(xo,¥) # 0 ise (xo,¥o) noktasinin dyle bir B C A
aclk komgulugunu bulabiliriz ki Cx N B kiimesi bir egridir.




Belirtilen fonksiyonlarin seviye kiimelerini ve seviye egrilerinin parametrik denklemlerini
belirleyin.

f(x,y) = x? + y? fonksiyonunun seviye kiimeleri k < 0 i¢in bos kiime, k = 0
icin sadece orijin noktasl, k > 0 igin ise vk yarigapli ve orijin merkezli gember
olur. Bu gemberler her k > 0 igin

r(t) = Vkcosti+ Vksintj,  te[0,27]

denklemiyle parametrize edilebilir.

f(x, y) = x? 4 2y? fonksiyonunun seviye kiimeleri k < 0 igin bos kiime, k = 0
icin sadece orijin noktasi, k > 0 icin ise

224 yP=k=2x2+ 2
denklemiyle tanimli elipslerdir. Bu elipsler
k . .
r(t) = 3 08 ti + Vksinj, t € [0,27]

denklemiyle parametrize edilebilir.




f(x,y) = €2/ fonksiyonunun her k € R igin seviye egrileri x + 2y = k
dogrulardir. Bu dogrular y = t ve x = k — 2t denklemi veya kisaca

Ht)=(k—2t)i+1, teRr

denklemiyle parametrize edilebilir.




Seviye egrileri teoremi

f: A C R? — R tiretilebilir bir fonksiyon, C egrisi ise f'nin bir seviye egrisi
olsun. Bu durumda Vf vektérli C egrisine (yani C egrisinin teget vektoriine)
diktir.

C egrisininr = x(t)i + y(t)], t € | seklinde parametrize edildigini kabul edelim.
Dolayisiyla bir k € R igin

f(x(1), y(t)) =k, vtel

olmalidir. Yukaridaki denklemde her iki tarafin d/df tirevini alirsak,

dk d L dr

= 5= —f(x(t) y(t) = d +f— of = Vf- P

buluruz.
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Bir topografik haritadaki izohipslerdir ylikseklik fonksiyonun seviye egrileridir.
Yukaridaki teoreme gore bir topografya haritasinda nehirler izohipslere diktirler.



