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Litfen gordiginiz hatalari bildiriniz.
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Kaynakca 71

Limit
On Tanimlar

Reel sayilar kumesi R ile gosterilir.
Kartezyen diizlem olan R? kiimesi

R?=RxR={(r,y): 2 €R, y € R}

olarak tanimlanir.
iki (0, %0), (z1,41) € R? noktas: arasindaki mesafe

(20, o) — (z1,11)]| = \/(550 — 1)+ (Y1 — y1)?
olarak tanimlanair.

Tanmim 1. 7 pozitif bir say1, (xy,,) € R? olsun.

B, (o, 40) = {(z,y) € R* : ||(z,) — (z0, 50|l <1}

kiimesine (xq,vy,) merkezli ve r yarigapli acik disk denir. A C R? olsun ve (z,y) € a
olsun. Eger A’nin i¢inde kalan (z,y) merkezli bir acik disk varsa, (z,y) noktasina A’nin
bir ic noktasi denir.

Ornek 1. A = {(x,y) € R?: 2 > 0} olsun. (i) (1,2) noktas1 A kiimesinin bir i¢ noktasi
mudir? (ii) (0, 3) noktasi A kiimesinin bir i¢ noktas: midir?

Cozum. (i) Evet. Ciinkii Bl/z(l, 2) C A olur. Gosterin. (ii) Hayir. Clinkii olsayd: birr > 0
icin B,(0,3) C A olurdur. Ama (—r/2,3) € B,(0,3) ve (—r/2,3) ¢ A oldugundan B, (0, 3)
acik diski A’nin alt kiimesi degildir.

Tanim 2. Eger A’nin her noktasi bir i¢ noktaysa, A kiimesine bir acik kiime denir.
(z,y) noktasini iceren bir acgik kiimeye (z,y) noktasinin bir komsulugu denir. A C R?
olsun. Eger R? \ A kiimesi aciksa R kiimesine kapal1 kiime denir.

Bu derste temel olarak iki degiskenli gercel-degerli fonksiyonlardan bahsedecegiz.
Yaptigimiz seyler genellikle kolay bir bicimde li¢ veya daha ¢ok degiskenli ve gercel-
degerli fonksiyonlara da genisletilebilir. Tki degiskenli bir fonksiyonu tanimlarken ta-
nim kimesinin verilmesi gerekir. Mesela A C R? kiimesi f gercel degerli fonksiyo-
nunun tamim kimesi ise f : A C R? — R olarak yazariz. Eger fonksiyonu tanimlarken
tanim kiimesini belirtmez isek, tanim kiimesi fonksiyonun kuralinin tanimli oldugu tim
(z,y) € R? ikililerinin kiimesi olur.

Ornek 2. f(z,y) = /y — 22 fonksiyonun tamm kiimesi A = {(z,y) € R? : y > 2%}
kiimesidir.
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Ornek 3. f(z,y) = é fonksiyonun tanim kiimesini yaziniz.

Eger f: ACR? = Rveg: BCR? -+ Rise, f+¢g: AN B — R fonksiyonu

(f +9) (@, y) = flz,y) + g(z,y)

olarak tanimlanir. ki fonksiyonun carpimi, farki ve boliumu de (sifira bolmemeye dikkat
ederek) benzer sekilde tanimlanir. Eger f : ACR? - R, g: R - Risegof: ACR? —
R bileske fonksiyonu

(g0 )z, y) =g(f(z,y))

olarak tanimlanir.

Ornek 4. Iki degiskenli gercel dederli bir fonksiyonun bir seviye egrisi fonksiyonun
sabit degere egit oldugu noktalar kiimesidir. f(x,y) = x® + y? fonksiyonun 3 boyutlu
uzayda grafigini ¢izip xy dizlemi lizerinde seviye egrilerini gosterin. Bu fonksiyonun
seviye egrileri 22 +1? = c esitligini saglar. Bu fonksiyonun seviye egrileri xy diizleminde
orijin merkezli cemberlerdir.

Limit
Tanim 3. A C R? ve f : A — R olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in

V(x,y)EA, 0<”<Sﬁ,y)—($0,y0)H<(5 = |f($,y)—L|<€ (1)
sartini saglayan bir > 0 bulabiliyorsak lim g ) (z,40) (%, y) = L yazilir.

Uyant 1. 1. Limitin alindigi (xo, yo) noktasinda fonksiyonun tanimli olmasi yani (xq, yo) €
A olmasi gerekmez. Ancak (xg,yy)'1n A kiimesinin bir yigilma noktasi olmasi ge-
rekir. Bu her ¢ > 0 icin

0 < [[(z,y) — (zo, yo)|l <0

sartini saglayan bir (x,y) € A elemanin olmasi anlamina gelir. Yani limit alinan
noktaya istenildigi kadar yakin bir (x,y) € A noktasi olmalidir.

2. Eger fonksiyon (xg,1o) noktasinda tanimli ise f(xo,y0) = L olmasi gerekmez. Bu
durumda fonksiyona (zy, yy) noktasinda siireksiz diyecegiz.

Limit icin yeter kosul.

= 20l < \/le = ol + [y — wol®s |y — w0l < /le — zol* + |y — ol

oldugundan,
V(z,y) € A, |z —mo| <dve ly—yo| <0 = [f(v,y) — L] <e (2)

gosterilirse, lim g ) (20,40) f (2, y) = L olur.
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Ornek 5. limg ) (1,2) 2 +y = 4 oldugunu € — ¢ tanimini kullanarak ispatlayin.
Cozum. ¢ > 0 igin 0 = €¢/3 segilirse, yani |x — 1| < ¢/3 ve |y — 2| < ¢/3 ise
2e4+y—4=_2@-1)+y—-2)|<2z—1+|y—2|<3d=¢

Ornek 6. ( l)inf%2 ) xy + 2x —y = 5 oldugunu € — ¢ tanimini kullanarak ispatlayin.
:E,y % b

Coziim. ¢ > 0 olsun ve 6 = min{1,¢/5} secelim. Bu durumda
lr—2| <9, |ly—1] <0
ise
oy +22 —y—5| =[x —24+2)(y—1+1)+2(z—2+2)— (y—1+1) — 5]
=z =2)y-1D)+3x-2)+ (-1

<z =2y =1[+3z = 2[+ |y = 1|
<1l-ly—1]+3lz—2/+y—1 <bd<e

Teorem 1. lim(ny)ﬁ(m’yo) f(l‘, y) =L ve hm(%y)%(ro,yo) g(l’, y) = M ise

(1)  lim  (f(z,y) £g(z,y)) = L+ M,

(z,y)—(x0,y0)

(2)  lim  (f(z,y)9(z,y)) = LM,

(z,y)—(z0,y0)

G) M4£0ise lim L&Y _ L

@y)—=(zomo) g(x,y) M’

(4) (Bileske fonksiyonun limiti) F' : A C R — R fonksiyonu t = L € A’da stirekli ise

lim  F(f(z,y)) = F(L)

(z,y)—(x0,y0)

olur.

(5) Eger f tek degiskenli bir fonksiyon ise

lim  f(z) = lim f(x), lim  f(y) = lim f(y).

(%,y)—(x0,y0) T—T0 (z,y)—(x0,y0) Y—=yo

Kanit. (1)-(3) ispatlar1 tek degiskenli durumdaki ile hemen hemen ayni. Bunlan siz
ispatlayin.

Simdi (4)’t ispatlayalim.

e > 0 verilsin. F'(t) siirekli oldugundan, 6yle bir ¢’ > 0 vardir ki

Vie A,0<|t—L|<d§ = |F(t)— F(L)| <e (3)
Ayrica limg y)— (o4 f (2, y) = L oldugundan, éyle bir § > 0 vardir ki

0 < |(z,y) = (zo, )l <0 = |f(x,y) — L] <& (4)
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olur. (3)'de t = f(x,y) secip (4)i kullanirsak
0 <|l(z,y) = (@0, 90)|| <6 = |F(f(z,y)) — F(L)|] <e.

Ispat bitti.
(5)’1 de siz ispatlayin. O

Ornek 7. Teorem 1°i kullanarak asagidaki limiti hesaplayabiliriz.

lim ysin(z/y) =limy lim  sin(x/y) =2sin(  lim )a:/y)

(2.9)—(n/3,2) y=2" (2,9)=(r/32) (2.9) (/3.2
limg,_ /3% .
= 2sin (;/3> = 2sin7/6 =1
lim,_,5y

Teorem 2 (Sikistirma Teoremi). Birr > 0 ve 0 < ||(z,y) — (zo,y0)|| < r olan her (z,y)
icin

1. f(x,y) < g(w,y) < h(x,y) ve

2. hm(%y)%(wmyo) f(aj’ y) = hm(mvy)%(mo,yo) h(aj? y) =L

ise
lim x,y) =1L
(Jfay)—)(l‘myo)g( 2
olur.
Ornek 8.

SL’Q’IJ

lim —2—
(2,y)—(0,0) 2 + 2

limitini, varsa, hesaplayin.

Cozum.

%y

x2 4 y?

2

0< ly| < |yl

x
x? + y?

Sikistirma Teoremini uygula.

Yonli Limit
Tek degiskenli fonksiyonlardaki sagdan veya soldan limit kavram, iki degiskenli fonk-
siyonlarda, bir noktaya farklh egriler iizerinden yaklasma kavramina dontisiir. Tek de-

giskenli fonksiyonlarda bir noktaya sadece iki yonden yaklasilabilirken, iki degiskenli
fonksiyonlarda bir noktaya sonsuz farkli yonden yaklasilabilir.
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ke

Sekil 0.1: Cok degiskenli fonksiyonlarda bir noktaya sonsuz farkli yonden yaklasilabilir.

1. Tek degiskenli fonksiyonlarda sagdan veya soldan limit yoksa limit de yoktur. Iki
degiskenli fonksiyonlarda ise (xg, o) noktasini iceren herhangi bir C egrisi igin

lim  f(z,y) limiti yoksa lim  f(z,y) limiti de yoktur.

(I7y)4) mOvyO) (m,y)%(mo,yo)

Tersine, iki degiskenli bir fonksiyonun bir noktada limiti varsa, herhangi bir yon-
den yaklasildiginda da limitinin olmasi gerekir.

.. 2 0
Ornek 9. f(z,y) = vlat, w7
0, x=10

bulalim. (0,0) noktasina y = x dogrusu boyunca yaklasan yénlii limit

fonksiyonu i¢in lim, y)_,(0,0) f(2,y) limitini, varsa,

x 1
lim  f(z,y) = lim — = lim — = tanimsiz
(z,y)—(0,0) =0 T =0
y=z

oldugundan

lim Y _ tanimsiz

(2,y)—(0,0) &2

limiti tanimsizdir.

2. Tek degiskenli fonksiyonlarda bir noktada sagdan ve soldan limit birbirine esit
degilse, o noktada limit yoktur. Iki degiskenli fonksiyonlarda, eger (zo,,) nokta-
sin1 igeren iki farkh (' ve (', patikalari igin

lim  f(z,y)# lim  f(z,y)
(2,y)—(z0,y0) (z,y)—(0,Y0)
(z,y)eC1 (z,y)€C2
ise
lim  f(z,y) limiti yoktur.
(x,y)—(x0,y0)

Ornek 10. Asagidaki limiti varsa bulun.

2xy
1m _—
(2,y)—(0,0) 2 + 2
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Cozum.
1. Metot. (0,0) noktasina y = 0 dogrusu ilizerinden yaklasirsak

2xy )
im ——— = lim =1lim0=0
@) —~00) 22+ 132 22022 4+0 20
y=0

(0,0) noktasina y = x dogrusu lizerinden yaklasirsak

2 9222
it im o2 — lim1=1
x z—0

11m — = l1lIn
(z,9)—(0,0) T2 + y> 202
Yy=x
Iki farkli egri tizerinden iki farkl limit degeri bulundugundan limit yoktur.
2. Metot.

2xy i 2xkx i 2ka? 2k
im —_— =
(z,y=kz)—(0,0) T2 + k222

- — 1 —
(mvy:kg[)rl*)(ovo) xQ + y2 xgl(l) J/‘Q(l + kZ) ]. + kQ

Sonug k’ya yani secilen egriye bagl oldugundan, limit yoktur.

3. Ote yandan tek degiskenli fonksiyonlarda, sagdan veya soldan limitin olmasi,
fonksiyonun o noktada limiti olacagi anlamina gelmez. Benzer bir sekilde, iki
degiskenli bir fonksiyon icin (xg,yy) noktasinda bir C' egrisi i¢in limitin olmasi,
o noktada fonksiyonun limitinin olacagi anlamina gelmez.

Iki degiskenli fonksiyonlarda limit alinan noktaya sadece diiz dogrular iizerinden
yaklasmak yeterli olmaz.

2

Ornek 11. lim %Iimitinin olmadigini gosterin.
(z,y)=(0,0) 2% + Y

Cozum. Once diiz dogrular boyunca yaklasalim.

. %y ! 2’kx ’ k ! i k 0 k 0
im =lim———=lmr——— =limzlim —— =0 — =
(zy=kz)—(0,0) £ + y>  2=0 2% + k222 2—0 22+ k2 220 a—0 22 + k2 k2

Bu buldugumuz sonug¢ limit varsa 0 olmalidir diyor. Ama limit olmayabilir. Bu sefer
paraboller boyunca (0,0)’a yaklasalim.

r %y i 22k’ k
1m —_— = 1IN —
(zy=ka2)—(0,0) T + 2 20 2t + k22t 1+ k2

Yani limit yoktur.

Ornek 12. q, b negatif olmayan birer tamsayi, m, n ise ¢ift pozitif birer tamsay, ¢, d
ise pozitif reel sayilar olsun.

) xayb 0
lim —_— =
(@,y)—(0,0) cx™ + dy” yok

2ls 3
+ +

SHISESAISS

IN V
— =



8 ICINDEKILER

ispat. Ilk olarak -+ % < 1 oldugunda limitin olmadigini gérelim. k sabit bir say1
olmak iizere (0,0) noktasina y = ka™/", iizerinden yaklasalim. Bu durumda

lim a+bm/n—m
z—=0 ¢ 4+ dk™

limiti a + bm/n — m < 0 ise tanimsiz, a + bm/n — m = 0 ise k’ya bagl oldugundan,
a+bm/n—m < 0 i¢in orijinal limitin var olmadigini buluruz. Bu da —|—% < 1 oldugunda
limitin olmadigini gésterir.

Simdi ﬁ+% > 1 durumunda limitin 0 oldugunu gorelim. Eger a/m > 1 yania—m > 0
ise

cx™
cx™ + dy"

xayb

1
_ g <z
cx™ +dy™| ~ ¢

1
‘xa—myb| S E ‘xa—myb|

oldugundan, sonug sikistirma lemmasindan a — m > 0 ve b > 0 oldugundan elde edile-
bilir. Benzer sekilde b/n > 1 ise de sonug elde edilir. Simdi hem 0 < a/m < 1 hem de
0 < b/n < 1 oldugunu varsayalim. Bu durumda biraz karmasik bir egitsizlik kullanmak
gerekecedi icin ispati ders notlarina dahil etmiyorum. Ispat icin bkz *

Alistirmalar

Asagidaki limitleri varsa bulun.

20 — x i . ini -
. im i ?2J (ipucu: ifadeyi sa- (ipucu: sikistirma teoremini kulla
(zy)—(1,2) 4a% —y nin.)
delestirip limiti hesaplayin.)
7. lim z, ),
2. lim ————. (ipucu: sikistirma
(2,9)—(0,0) 22 + Y4 zt

teoremini kullananin.) fay) = 2 (z,y) # (0,0)

[L’y2 07 (xv y) = (07 0)

3. im 1 (ipucu: x = 0ve x =
(Iéy)ﬁ(g 0 7+ Y (ipucu: sikistirma Teoremini kulla-
y“ dogrultularindan yaklasin.) nn.)
4. o SIQD fyz (ipucu: z = 0 ve = = 8. Bir onceki ornekte limitin taniminm
z,y)—(0,0) T Yy e ege o o
y dogrultularindan yaklasin.) kul‘lanarak limitin sifir oldugunu gos
terin.
5. fim LY ‘-
. 11m — 5. 3 i . — _
(@)—(0,0) 22 + 2 9. (m,yl)gr%l,l) - (ipucu: x = 1ve z =

: y dogrulan iizerinden yaklasin)
6. lim )f(x, Y),

(z,y)—(0,0 2.3
10. lim —Y_
xy(x2 B yg) (z,y)—(0,0) T* + 1y
5 . 5 xZ, O? 0
fla,y)=q 22 +y° 700 1. i it
0, (z,y) = (0,0) " ) (00) T+ 38

"http:/sertoz.bilkent.edu.tr/depo/limit-tr.pdf
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12.  lim  f(z,y), 21 i at —y?

(=4)=(0,0) " @w)o(00) 71+ 12

$2y2
fla) = {—ﬁyu(x_y)m (2,) # (0,0) R R,
— . 11m
Ou (ZE, y) (07 0) (a: y) (0 0) :L‘2 ‘I’ y2

13. lim (2% + ¢?) In(2? + ¢?

(x,y)H(0,0)( y™) In( v) 23, lim V14 x2y? —1
4 r x (z,)—(0,0) x? + y?

. 11m

(2,y9)—=(0,0) /22 2
! Ty , 222 + 3xy + 4y?
24. lim

M (2)—>(00) 322 + 5y?

15. lim
(2.9)—(0,0) % + Y
xsin i + 25 lim vyt ty
16. lim Ty Ty (z,y)—+(0,0) x4y
(z,y)—(0,0) T+ Yy
1
17, fim L2 26l (142%?) @ (ipucu: ifadeye
. z,y)—(0,0
(24)=(00) 3 + 2y pozitif reel sayilar iizerinde birim
(z —y)? fonksiyon olan exp oln fonksiyonunu
18. (Ly)li%,o) 22 + o2 uygulaymn, ardindan In(1 + z) < z,
5 x > 0 esitsizligini kullanarak sikis-
19. lim 5%&4 tirma teoremini uygulayin)
(z,y)—(0,0) O Yy
4a%y 27. Limit tamimini kullanarak lim, )11y y*—
20. . yl)li% 0 T+ P 3zy = —2 oldugunu gdsterin.

Opsiyonel Bolum

Sonsuz Limitler

f:a C R? = R olsun. Eger her M > 0 i¢in bir § > 0 bulabiliyorsak oyle ki
(z,y) € Ave 0 < |[(z,y) — (o, 90)| <6 = flz,y) > M

ise lim(y y)— (wo.40) f (2, y) = +00 yazilir.

Ornek 13. Limitin tanimini kullanarak lim(, ;) (0,0) @ = +o00 oldugunu gésterelim.
M > 0 verilsin. § = 1/v/2M olarak segelim. O halde |z| < § ve |y| < ¢ iken

1 1 1 1
2 2 2 2
vty 2+ " < 2M+2M M x2—|—y2>

olur.

Yinelemeli Limitler

Ornek 14.
2 2

x x
0 = lim lim —— 7é 1 — =1
y—02—0 12 + =0 y~>0 22 4 o2
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Yani genel olarak yinelemeli limitler esit olmaz.

lim lim f(z,y) # lim lim f(z,y)

Y—Yo T—TQ T—To Y—Yo

Iki degiskenli bir fonksiyonun bir noktada limitinin var olmasi, o noktada yinelemeli
limitlerinin de var olmasi anlamina gelmez.

Ornek 15.

rsinl, y#0
T,y) = Y
f(z,y) {o, v =0

lim ;) 0,0) f(2,y) = 0 ama lim,_,¢ lim, o f(x,y) var olmadigini gésterin.

Ama gosterilebilir ki (bkz [Wad00] syf. 243) eger lim, y)—(z,40) f(2,y) = L ise ve
yinelemeli limitler tanimliysa, yinelemeli limitler esit olur

L= lim lim f(z,y) = lim lim f(z,y).

Y—Yo T—TQ T—T0 Y—Yo

olur.
M (3 4) 5 (20,40) J (@, ) limitinin tamimh olmasi lim, o lim,_,,, f(z,y) yinelemeli limiti-
nin tanimhi olmasini1 gerektirmez.

Kutupsal koordinatlar ve limit

Lemma 1. Eger

|f(xog+1rcosl,yo+rsind) — L| < g(r), lir&g(r) =0
r—
ise
lim x,y) = L.
(2,y)—(x0,y0) f< y)
olur.

4 4

Ornek 16. lim
(z,y)—(0,0) 22 + y?

limitini hesaplayalim.

Cozim. |f(rcosf,rsind)| = r’(sin® @ + cos* §) < 2r? ve lim, ¢, 2r* = 0 oldugundan

x4 y4
m ——=0
(2,4)—(0,0) T2 + 12

olur.
Ornek 17. lim, (0,0 2y In (2% + y*) = 0 oldugunu gérelim.

Cozium. |f(rcos,rsinf)| = |r?cosfsinfIn(r?)| < |2r?Inr|. lim, oy 2r?Inr = 0 oldugu
L’hospital kuraliyla gosterilebilir.
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Uyar 2. Dikkat, lim, o, f(r cosf,rsinf) demek, limiti hesaplarken, 0’y1 sabit tutup r'yi
sifira gondermek demek. Bu da aslinda limit alirken (0,0)’a diiz dogrular tlizerinden
yaklasmak anlamina geliyor. Dolayisiyla lim, o, f(r cos@,rsin ) limitinin var olmasi,
lim, y)—(0,0) f (¢, y) limitinin var olmas1 anlamina gelmez. Asagida bunun bir érnegi ve-
rilmistir.

Ornek 18. (z,y) # (0,0) igin f(z,y) = -+%5 +y2 olarak tanimlansin.

. 1)11% 0 f(z,y)limitinin olmadigin (0,0)’a y = kx?® yoniinden yaklasarak gésterin.

Ote yandan lim,_,o, f(r cosf,rsinf) = 0 olur. Bunu gérelim.

r? cos® rsin @ ) cos? fsin @

lim f(rcosf,rsinf) = lim imr =
r—0+ >0 74 cost § + r2sin2f -0 r2costf + sin2f

Son limitin gergekten herhangi bir 6 icin sifir oldugunu gorelim. Eger sin§ = (0 ise ifade
sifir ve dolayisiyla limit sifirdir. Eger sin # 0 ise

cos? fsind cos? 0 sin cos? 0 sin 6
lim r = lim r lim ———— =0
r—0 r2costf +sin?f =0 r—0r2costf + sin 9 sin” 6

Sureklilik

Tanim 4. f: R C R? - R ve (z9,4) € R olsun. Eger

lim  f(z,y) = f(xo,v0)
(z,y)—(z0,y0)
ise f fonksiyonu (x¢, 1) noktasinda siireklidir denir. Eger f her (z,y) € R noktasinda
stuirekli ise f’ye stirekli fonksiyon denir.

Eger f ve g bir (x¢,30) noktasinda siirekliyse, f + g, f — 9, fg, /9 (9(z0,y0) # 0 ise)
fonksiyonlar da sureklidir. Bu kolayca limitin benzer ozelliklerinden gorulebilir. Ayrica
iki siirekli fonksiyonun bileskesi de (eger tanimliysa) stireklidir.

Ayrica p,(z,y) = = ve py(x,y) = y fonksiyonlar: da stireklidir. (Tanim: kullanarak
gosterin.)

Ornek 19. f(z,y) = rsiny fonksiyonunu f = p, - sin op, olarak yazalim. sin op,, surekli
iki fonksiyonun bileskesi oldugundan strekli, f sirekli p, ve sinop, fonksiyonlarinin
carpimi oldugu icin stireklidir.

Ornek 20. )
zy

0, (1’, y) = (O’ O)

fonksiyonu (0,0) hari¢ her noktada siireklidir. Zira f = 25

PxPy
p +p
yonlarin toplami, ¢carpimi ve boliimii oldugundan paydanin sifir olmadigi her yerde

suireklidir. (0,0) noktasinda stireksizdir zira o noktada limiti yoktur (gésterin).

> yani f stirekli fonksi-
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Ornek 21.

zy(z® — y?)
flz,y) = { x2 + 12

fonksiyonu her yerde sureklidir.

Alistirmalar

1. Verilen fonksiyonlarin (0, 0) noktasinda stirekliliklerini inceleyin.

3+ 3
b) f(a:,y){ Sl @) # (00
0 ‘T’y) = (070)
3y
c) f(m,y){x4+y2 r#0
0 =10
sin(zy)
d) f(l‘,y){ - x #0
O g(;:O
e) f(aﬁ,y){ vsiny 70
0 Yy =
sin(zy) (z,y) # (0,0)
D fry) =3 Ja2rgpe VTV
Sin2(1‘—|—y)
g) f(w,y){ |l‘|—|—|y| ( ,y);«é(0,0)
0 ZL’,y) - (070
Yy
h) f($,y) = { x2+xy+y2 (I‘, )7& (070
0 ('Tay =
232 ey
i) f(m,y){ :Ez—l—y?e (I7y)7é 0,0
0 (:L‘7y) =
; foayln(@® +y?) (x,y) #
e >{ 0 (z,y) =
_ (x2+y2)sin( 1 )
k) f(x,y) - x2+y2
0

ICINDEKILER



KISMI TUREVLER .
sin (2% + ¢3)

D) f(m,y): x2_|_y2
0 (z,y) = (0,0)

Kismi Turevler

f: R C R* = Rolsun. f fonksiyonunun bir (¢, ,) € R noktasindaki birinci mertebeden
kismi tiirevleri asagidaki gibi olur.

fa(z0,90) = % | (e0.00) = ;lfi% fxo + h,yolz — f(xo0,y0)
af .f(x07y0+k’) —f(xmyo)

fy(x()?:yo) == a_y ’(Io,yo): ]£1£>I(1) k
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1

r(f)

T Y
[

——

(Zo,y0)  (z0,y)

(.CL‘ ) yo)
Sekil 0.2: (zy, yo) noktasindaki kismi tlrevler r, r, teget dogrularinin egimini verir.
Ornek 22. f(r,y) = 22%y fonksiyonunun (1,2) noktasindaki birinci mertebe kismi tii-
revlerini hesaplayiniz.
1. y’yi sabitleyip, g(x) = f(z,y) olarak yazarsak

g (x) = felz,y)

buluruz. Bu kurala gore o6rnegin = degiskenine gore kismi tiirev hesaplamak icin,
y degiskenini sabitleyip, = degiskenine gore tirev alinir.

Ornek 23. f(z,y) = ¢+’ siny olsun.

felz,y) = 2w Y’ gin v, fy(z,y) = 2ye$2+y2 siny + e* Y cos Y,
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buluruz.

2. Ikiden cok degiskenli bir fonksiyonunun kismi tiirevleri de benzer bir sekilde ta-
nimlanabilir.

Bir fonksiyonun bir noktada kismi tlrevlerinin olmasi, o noktada slrekli
olmasini gerektirmez.

Ornek 24.
=i, (2,y) #0,
_ )@
Je {0, " ) = 0.0)

fonksiyonunun (0, 0)’da stireksiz ama f,(0,0) = f,(0,0) = 0 oldugunu yani kismi tiirev-
lerinin tanimli oldugunu gorelim.

h,0) — (0,0 0-0
£0.0) = iy F2 B — i

Benzer sekilde f,(0,0) = 0 oldugu gériilir
f’in ikinci mertebe kismi tirevleri su sekildedir:

~O0fe . Jfolwo+hyo) — faolo,00)
fzx(xmyO) - 8_13 - ilzli% h

Ofa
Forlon o) = G =

Karsik Ikinci Mertebe Kismi Tiirevlerin Esitligi

Ornek 25. f(z,y) = ety fonksiyonu icin f,, = f,, oldugunu goésterin. Bu bir tesaduf
mu?

Asagidaki 6rnek ikinci mertebe karisik kismi tirevlerin yani f,, ve f,,’in her f icin
esit olmayabilecegini gosterir. Yani kismi tiirevlerin sirasini degistirince esit olmayabi-

lir.
0 of 0 of

Ornek 26.

ise f.,(0,0) = —1# 1= f,,(0,0) oldugunu gésterin.

Cozum.
f:c(ov k) - fx(ov O)
k

f:cy(Oa 0) = llcli% =—1

Diger tiirev benzer sekilde bulunur.
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Coziim. f,(0,0) = limy, o L2200 — o, ve (z,y) # (0,0) ise

a? —y? 22(2% +y°) — (2% —y°)22

fol,y) = y— ) + zy YL

Yani

otur £(0,K) = £,(0,0) k-0
R

Benzer sekilde
£,(0,0) =0, fy(z,0) =2

fyx(o’o) mfy<h70);fy(070) :limhgo —1

=1
h—0 h—0

Yukaridaki 6ornekte sorun aslinda su. Asagidaki ifadeler birbirine esit oldugu terim-
lerin yerleri degistirilerek rahatlikla gorilar.

l (f(h’k)_f(()?k) - f(h70)_f(070))

k h h

h k k

Yukarida, 6nce h — 0, sonra k — 0 alinirsa, f,,(0,0) elde edilir. Limitlerin siras: degis-
tirilirse f,,(0,0) elde edilir. Yani yinelemeli limitlerin esit olmamasi durumuyla karsila-
SIT1Z.

l (f(hvk)_f<h70) . f(07k>_f(070)>

Teorem 3. Eger (v, yo) merkezli herhangi bir agik disk lizerindeki her noktada f,, ve
fyx var ve stirekli ise f,,(zo,v0) = fyz(z0,v0) olur.

Kanit. Ispat icin bkz. syf. 17 O

Alistirmalar

1. f(z,y) = 22y + 5xy fonksiyonun (2, 1) noktasindaki kismi tiirevlerini tiirevin limit
tanimim kullanarak bulun.

2. f(z,y) = sin(z/y)e¥/*, x # 0, y # 0, fonksiyonu igin f, ve f, kismi tiirevlerini bulun.

3. Asagidaki fonksiyonlarin, f(0,0) = 0 olarak tanimh olmak tizere, (0,0) noktasin-
daki kismi turevlerini bulun.

2 3
Ty x
a) f(iﬁ,y)zl,g—erT c) f(%y):m:
2y oy’
b) f(x’y):xG—W' d) f(%y):m'
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sin®(z + y) rly

e) f(x,y) = P f) f(x7y):m

4. Verilen fonksiyonunun, verilen denklemi sagladigini gosterin.
l’2 B y2 f:}c fy
= — —+==0.
a) f(z,y) L y+w
b) f(z,y) = e¥/® + tan(z/y), rfe +yfy, =0.
c) f(g;)y):lnvx2+y2’ fxx+fyy:0-
d) f(z,y,2) =V +y*+2*  afetyfy+zf.=F.

e) u=In(z3+y3 + 2% — 3z2), ux~|—uy+uz=$+z+z-

Zorunlu Olmayan Bilgiler
Simdi Teorem 3 icin bir ispat verelim.

Kanit.

F(h,K) = 5 [P0+ by + K) = T+ o)) = (o, 0+ K) = (0, 30)]

olarak tanimlayalim. $imdi limy, o limy_,o F'(h, k) = fya(20, yo) ve limy_olim, o F'(h, k) =
fay(Z0,Yo) oldugu kismi tiirevin tamimindan goriilebilir. Daha 6nce yinelemeli limitlerin
esit olmast i¢in, lim, 1) (0,0 #'(, k) limitinin var olmasinin yeterli oldugunu soylemistik.
Tek degiskenli g fonksiyonunu

g(x) = f(z,y0 + k) — f(z,90)
olarak tanimlayalim.

F(h k) = h—lk (g(zo +h) — g(z0))

ve
g/(C> = f:v(cv Yo + k) - fz(cu yO)

olduguna dikkat edelim.
g fonksiyonuna Ortalama Deger Teoremini (ODT) uygularsak (ki kabullerimiz nede-
niyle kullanimi gegerlidir) , zy ve z¢ + h arasinda 6yle bir ¢(h) vardir ki

g(xzo +h) — g(z0) = g'(c(h))h
olur. Bu da ]
F(h k) = = (fa(c(h), yo + k) = fa(e(h), o))
ile ayn1 anlama gelir. Simdi
r(y) = fulc(h), y)

olarak tanimlayalim.
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ve
r'(d) = foy(c(h),d)

olur.

ODT'yi bu sefer r fonksiyonuna uygularsak, y, ve yo + k arasinda oyle bir d(k) vardir
ki

r(yo + k) — r(yo) = r'(d(k))k
olur. Bu da

F(h, k) = % (fay(c(h), d(K))) hk = fay(c(h), d(K))

anlamina gelir. f,, kismi tirevi (zg,yo)'1n bir komsulugunda siirekli oldugundan ve
limy, o ¢(h) = o, limy_,o d(k) = yo oldugundan,

li F(h,k) = fu(o,
(h,k)lgzo,m (h, k) = fay(0, 90)
olur. Yani yinelemeli limitler esit olmal ve ispat bitti.

( Eger yinelemeli limitlerin esit oldugunu kullanmak istemezseniz, ODTyi uygula-
mala sirasini degistirin ve bu sefer

li F(h, k) =
(h,k)lif%(),O) ( y ) fy$('r07y0)

elde edin. ) d

Uyan 3. e Yukaridaki teoremde karisik kismi tiirevlerin siirekliligi yeterli ama ge-
rekli olmayan bir kosuldur. Ornegin

2 i 1
yresin, = #0
T,Yy) =
f(z,y) {07 R

olarak tamimli f fonksiyonu i¢in f,, ve f,, fonksiyonlar1 (0,0)da siireksizdir ama
f2y(0,0) = f,.(0,0) = 0 olur: Gésterin. (ipucu: g(x) = x*sini, g(0) = 0 olarak
tanimli g fonksiyonu igin ¢'(0) tanimhidir ama ¢', x = 0’da siireksizdir.)

e Karisik kismi tiirevlerin esitligi ile ilgili ¢esitli kosullar i¢in bkz.
(http://www.sci.brooklyn.cuny.edu/~mate/misc/mixedpartial. pdf).

* Yukaridaki teorem, fy;o, foye, foey gibi daha tst mertebeden karisik tiurevlerin
esitligini géstermek icin de kullanilabilir.

e Yukaridaki teorem ikiden ¢cok degiskenli fonksiyonlar icinde gegcerlidir. Eger f :
R™ — R ise f;; ve fj; turevlerinin esitligini yukaridaki teorem saglar.


http://www.sci.brooklyn.cuny.edu/~mate/misc/mixedpartial.pdf
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Turetilebilme

Daha 6nceki bolimde cok degiskenli bir fonksiyonun kismi tiirevlere sahip olmasinin
tek basina fonksiyonun siirekli olmasina yeterli olmadigini gormiistiik. Bu bolimde ¢ok
degiskenli fonksiyonlar icin kismi tiirevden daha giigli bir kavram olan tiiretilebilme
kavramini inceleyecegiz. Oncelikle, tek degiskenli fonksiyonlardaki tiirev tanimini ha-
tirlayalim.

f(zo+h) — f(xo) f(zo+h) — f(xo) — hf'(w0)

/ BERT . o
flao) =i =, — 5 h -
_ _ !
lim |f(zo +h) — f(xo) — hf'(x0)] —0
h—0 |h|

Bu tanim iki degiskenli fonksiyonlara asagidaki gibi genisletebiliriz.

Tamim 5. f : R C R? — R fonksiyonu, eger f,(zo,v0) ve fy(xo,yo) kismi tiirevlerine
sahipse ve

| f(zo + h,yo + k) — f(x0,90) — fe(wo, Y0)h — fy(20, yo)F|

s 00 N =0
sartini saghyorsa, f fonksiyonuna (x¢, 1) noktasinda tiiretilebilir denilir.
Bu sart su sekilde de yazilabilir
lim (@, y) = f@o, y0) — falzo, yo)(x — x0) — fy (@0, %0)(y — wo)| _ 0
(.9)—{0.0) I(z, y) = (20,50

f fonksiyonun (zg,70) noktasinda tiiretilebilir olmasinin geometrik anlami
f fonksiyonunun grafiginin (zo,yo, f(zo,v0)) noktasinda teget dizleminin tanimli
olmas1i anlamina gelir. Bu konuyu ileride ele alacagiz.

Bir fonksiyonun bir noktada kismi tdrevlerinin olmasi o noktada
tiretilebilir oldugu anlamina gelmez.

Ornek 27.

ﬂxWZ{%Vﬂ+2’y%0

0, y=20

fonksiyonunun (0, 0) noktasinda tiiretilebilirligini inceleyiniz.

Cozum. Once f’in kismi tiirevlerini hesaplayalim.

f(0,0) = lim - =0
, 0,0+ k) — (0,0 o (k)2
fy((),O) - i;o f( + ]37 f( ) llclﬁ\o lk' ]{Z - 1
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Tiiretilebilme kosulu asagidaki limitin sifir olmasini gerektirir.

& 2 2 _
OB = £0.0) ~ L0000~ f,0.0 _ [V EE A
(h,k)—(0,0) Vh? + k? (h,k)—(0,0) Vh?+ k2
: k k
lim _——
(hk)=00) ||k /hZ + k2
Yukaridaki limitin olmadigini gérmek icin h = 0 yoniinden limitinin
e L
k=0 ||k VE2|

k = h yoniinden limitinin ise
ko k k(1_1>‘_1_1

k| V2K2 k| V2 V2’

oldugunu gormek yeterlidir. Yani limit yaklasilan yone baglhdir ve yoktur. Yani f fonk-
siyonu tiiretilebilir degildir.

im = lim
k—0 k—0

f'nin bir noktada kismi tlirevlerinin olmasinin o noktada siirekli olacag: anlamina
gelmedigini gormustiik. Asagidaki teorem, tiiretilebilmenin kismi tiirevlere sahip ol-
maktan daha giicli bir kosul oldugunu gosteriyor.

Teorem 4. f : A C R? — R fonksiyonu bir (x, yo) noktasinda tiiretilebilir ise stireklidir.
Kanit.

’f(iﬁo + h7y0 + k) - f(x(]?yO)‘ S ’f(l'o + h7 Yo + k) - f(x(]a yO) - fm(l'Oa yO)h - fy(x(]?y())k‘
+ | fo(@o, yo)h — fy(@o, yo) k|

Sagdaki iki terim de (h, k) — (0,0) limitinde sifir olur. O

Ornek 28. f(z,y) = ST (z,y) # (0,0) ve f(0,0) = 0 fonksiyonu (0,0) noktasinda
T )

tiiretilemez zira bu noktada stirekli degildir. Gosterin.

Turetilebilmenin ¢ok daha kolay kontrol edilebilen bir kosulu sudur.

Teorem 5. f : A C R? — R fonksiyonu igin f, ve f, kismi tiirevleri (zg,yo) noktasinin
bir acik komsulugunda tanimli ve f,, f, fonksiyonlari (x¢,y,) noktasinda siirekli ise, f,
(x0,Y0) noktasinda tiiretilebilir.

Bu teoremin, daha az genel ama daha akilda kalic1 bir versiyonu soyledir:
Eger f fonksiyonu (zo,70) noktasinin bir agik komsulugunda slirekli
kismi tlrevlere sahipse o noktada tiretilebilir.

Kanit. Ispat icin bkz. syf. 23 O

Ornek 29. Yukaridaki teoreme gére f(z,y) = 2% + y? fonksiyonu her (z,y) noktasinda
tiretilebilirdir. Zira f, = 2x ve f, = 2y fonksiyonlar: R? tizerinde siireklidir.
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Yukaridaki 6nermenin tersi dogru degildir. Yani iki degiskenli bir fonksiyonun bir
noktada tlretilebilir olmasi o noktada stirekli kismi tiirevleri olacagi anlamina gelmez.

Ornek 30 (Tiiretilebilen ama kismi tiirevleri siirekli olmayan bir fonksiyon).
2 2\ o3 1

(Q? +y )Sln \/W7 (x7y># (070)7

0, (z,y) = (0,0)

fonksiyonunun (0, 0) noktasinda tiiretilebilir oldugunu ama kismi tiirevlerinin (0, 0) nok-
tasinda stirekli olmadigini gosterin.

fz) =

Cozim. Oncelikle f,(0,0) = f,(0,0) = 0 oldugunu gésterin.
Simdi f’in (0,0)’da tiiretilebilir oldugunu gérelim.

lim f(hak)_f(oao)_fx(070)h_fy(0v0)k —

(h,k)=+(0,0) Vh? + k?
1
lim Vh2+k?2sin——==0
(h,k)—(0,0) h? + k2

Son olarak

—x 1 1
Cos + 27 8in ——
\/xQ +y2 \/xQ +y2 /xQ + y2

buluruz. lim,_,o f,(z,0) limitinin tanimsiz oldugunu gérelim. Zira

folz,y) =

1
i ~ lim — cos L 4+ opsin -
Jim fa(z,y) Jim —cos — + 2z sin ,

Burada ikinci ifadenin limiti sifir, birinci ifadenin limiti ise tanimsiz oldugundan, limit
tanimsizdir. Yani f, (0,0) da siireksiz olur.

Ornek 31. f(x,y) = /22 + 2y fonksiyonun (0,0) noktasinda siirekli oldugunu ancak
bu noktada tiiretilemez oldugunu gésterin.

Cozum. Tanim geregi f’in bir noktada tiiretilebilir olmasi icin o noktada kismi tiirev-
lerinin tanimli olmasi gerekir. Soruda verilen fonksiyonun (0,0) da kismi tiirevlerinin
olmadigini gosterin.

Ornek 32. f(z,y) = x/y fonksiyonunun (2,1) noktasinda tiiretilebilir oldugunu, tiire-
tilebilirligin limit tanimini kullanarak gosterin.

Cozum. f,(2,1) =1 ve f,(2,1) =1 olur. Tiiretilebilirligin tanimini kullanalim.

|24 h)V1I+k —2V1—1h — 1k|

lim

(h,k)—(0,0) Vh2 + k2
’((2+h)\/1+k:)2—(2+h+k:)2‘ .

= lim lim

(hok)—(0,0) Vh2 + k2 (hk)=00) ((2+h)V1I+k+ (2+h+k))
_1 lim 4+ 4h + h? + 4k + 4hk + h?k — 4 — h? — k? — 4h — 4k — 2hk
4 (hk)—(0,0) N
_ Lo 2hk 4 kR
4 k=00 VRE TR
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Son limit i¢in

Ok W2k — k2 3
+ PV C R AR i R TV R
N NGEEN?

Bu ifadenin (h, k) — (0,0) limiti sifir oldugundan, sikistirma teoreminden orijinal limitin
sifir oldugu ¢ikar. Yani fonksiyon (0,0) noktasinda tiiretilebilir.
Burada her k € R icin

k| < Vh? + k2
oldugu bilgisini kullandik.
Alistirmalar
3+ . .
1. f(z,y) = oL (z,y) # (0,0) ise ve f(0,0) = 0 olarak tanimlansin. f’in (0,0)
=Ty

harig her (z,y) € R? igin taretilebilir oldugunu gésterin. f’in (0,0)’da tiiretileme-
yecegini gosterin.

2. f(z,y) = 2* + 3zy* fonksiyonunun her (zg, 30) noktasinda tiiretilebilir oldugunu,
tiretilebilirligin limit tanimini kullanarak gosterin.

3. f(z,y) = |ry| fonksiyonunun (0,0) noktasinda turetilebilir oldugunu goésterin. f,
kismi tiirevinin y-ekseni tizerindeki orijinden farkli noktalarda tanimsiz oldugunu,
diger her yerde tanimh ve stirekli oldugunu goésterin.

4. Asagidaki fonksiyonlarin, f(0,0) = 0 olarak taniml olmak iizere, (0,0) noktasinda
turetilebilir olup olmadiklarini inceleyin.

- D f(z,y) =In(a?+y?)
a) f(z,y) PRy ¥
_y—yla J) f(xay):m
b) fley) = 5 X
2 K) fr,y) = ——L
c) flz,y) = e N
’ D f(2,y) = — s
d) f(z,y) = ;—iy@ N
sin?(z + y) m) f(z,y) = |y/In(1 + z)
D f(z,y) = zyln(e® +4°), 0) flz.y) = || + Iyl
9) flxz,y) = (zy)'?, | .
h) f(z,y) = /|zy p) f(z,y) = (2* 4+ y*)sin xQ——i—gﬂ

Zorunlu Olmayan Bilgiler

Simdi Teorem 5 igin bir ispat verelim.
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Kanit. f, ve f, fonksiyonlari (zy,yo)’in bir acik komsulugunda tanimh oldugundan, ye-
terince kiiciik h ve k degerleri icin Ortalama Deger Teoremini asagidaki gibi kullana-
biliriz.

f(xo+h,yo+ k) — f(zo,90) [ o+ h Z/o + k) — f(xo + h>yo)] + [f(xo + D, yo) — f(l’o?yo)}

Burada limy,_,o Z(h) = xq, limg_0 g(k) = yo seklindedir.
f fonksiyonunun (xg, yo) noktasinda tiiretilebilme sartini yazalim.

’f(mo +h,y0 + /f) - f(an yo) - fx('anyO)h - fy(l"o, yo)k’
Vh? + k?
_ ‘fy(mo + h, Q(k))k + f:c(f(h)a yo)h - fx(330>y0)h - fy(an yo)k”
Vh? + k2

h k
< :c-fjha — Jz\Zo, — + .T+h,,~]{? — Zo, _
< 1120 0) = ol )l | e o 4 1,00 = £y o)l | e
fz ve fy, (0, y0) noktasinda stirekli olduklarindan,

. kl)linoo |fe(Z(h),y0) — fe(x0,90)| =0, (h, kl)lm | fy(zo+ R, G(k)) — fy(w0,90)| =0

olur. Ayrica

h
e st
oldugundan sagdaki birinci ifadenin (h, k) — (0,0) limiti sifir olur. Benzer sekilde sag-
daki ikinci ifadenin limiti de sifirdir. O

Zincir Kurali

Ornek 33. z = f(z,y) = 2%y, ¥ = cost ve y = sint ise & *’yi hesaplayn. Bu tiirev f
fonksiyonun birim ¢cember lizerinde ilerlerken nasil deg1§t1g1n1 verir.

Cozium. Birinci yol olarak » = cos®tsint yazip belirtilen tiirev hesaplanir: Ikinci yol
olarak zincir kuralini kullanirsak

G e d 4 2% _ g cost(— sint)sint + cos?  cost
= LT — I — = COS — Sln sm COS COS
dt a? T

bulunur.

Teorem 6. f fonksiyonu (z,yo) da tiiretilebilir olsun. x = u(t) ve y = v(t) fonksiyonlari
dat = t, da tiiretilebilir ve xy = u(ty) ve yo = v(to) olsun.

yazarsak

2'(to) = fulo, yo)u'(to) + fy(w0, 0)v' (to)
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olur. Bunu
dz  Ozdr Ozdy

dt  Oxdi | oy dt
veya daha acik olarak

d 0 d 0 d
d—i(to) = 8_£($0’y0)d_f(t0> + a—i(xo,yo)d—z(%)

olarak da yazabiliriz.

Teoremin ispati igin bkz. syf. 25 Benzer sartlar altinda eger

z = f($7y)> T = g(u7v)> Y= h(u,v)

ICINDEKILER

ise
of _ofos ofoy
Oou Oxdu Oydu
of _ofos ofoy
ov Oxdv OJyodv
Alistirmalar

1. z = In(z*+y?), x = e“cosv, y = e*sinv

olsun. & ve % kismi tiirevlerini he-

olarak yazilabilecegini gosterin.

saplayin. (cevap: 2 =2, $2 =0.) . Eger ¢ fonksiyonu Laplace
denklemini saglarsa x, =
2. u= f(xvyaz) :ln(x2+y2+z2),x: T Yy g]_ k f< i]-y)
cost, y = sint, z = ¢ ise & nedir? g (a:?—erQ’ W) , olarak tammlanan f
fonksiyonunun da Laplace denklemi-
3. z = f(z,y) ikinci mertebeden strekli nin bir ¢é6ziimi oldugunu gosterin.

kismi turevleri bir fonksiyon ise

92\ 2 02\ > B
(5:) + (&)
denkleminin, x = rcosf, y = rsinf
donusumleriyle

02\> 1 [02)°
or r2 \ 00
olarak yazilabileceg@ini gosterin.

Z:f(l‘,y)

Zpa + Zyy = 0

. z = f(z,y) ikinci mertebeden siirekli

kismi turevleri olan bir fonksiyon ise
Zaw — M2y =0
denkleminin u = y+mx ve v = y—max

donusumleriyle z,, = 0 olarak yazila-
bilecegini gosterin.

Lt = flu,vw), u =x—y, v=y—2

w=z—xise

Laplace denkleminin, x = 7rcos#, 8_f N 8_f n g 0
y = rsin @ dontisiimleriyle oxr Oy 0z
1 1

Zpp + —2p + 5700 = 0
r r

oldugunu gosterin.
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8. w = f(u,v) fonksiyonu wy, + wy,, =0 11. 2. f(y1,y2) = cos (y7 + y3),
Laplace denklemini saglasin ve u = yi(z,y,2) = sin’(xyz), vl y,2)
(r? —y?)/2 ve v = xy olarak tanimlan- 20y + y2° — x2? ise 9L, g—i, 9 ¥ismi
sin. O halde w,, + w,, = 0 oldugunu turevlerini hesaplayin.
gosterin.

9. P foe + YV fyy+afo +yfy =0,z =c¢
_ ot o .

Ve y = € 158 Jrr & Ju = 0 oldugunu olmalidir? (Cevap: ¢ = 1)

gosterin.

2,1

12. z = 1% %/* fonksiyonunun yz,, =
2, — 2z, denklemini saglamasi i¢in ¢ ne

10. Asagudaki fonksiyonlarin verilen 13. 2%y” + zy’ + y = 0 denklemini = = €'
denklemleri sagladigini gosterin. esitligi ile verilen denklemin t degis-

. . d2y
kenine gore %

a) z=f(x+9W), 22y = 2y digin1 gésterin.

22y + 2yy = 0 14. u = f(x,y),x = e’cost, y = e°sint
¢) z= flzy) + Ty + g (¥), 2225 = ise Upy + Uyy = €2 (uss + uy) oldu-
Y22y gunu gosterin.

Zorunlu Olmayan Bilgiler
Simdi Teorem 6 icin bir ispat verelim.

Kanit.
H(l) = u(to + 1) — u(to) = u(to +1) — w0, K(l) = v(to +1) — v(to) = v(to +1) — vo,

yazarsak

limH(l) =1limK()=0, lim HD _ u'(tg),  lim——=

1—0 1—0 =0 | 1—0

olur.
e(h, k) = f(wo + h,yo + k) — f(x0,%0) — fe(T0,Y0)h — fy(x0,y0)k

olarak tanimlarsak,

2(to+1) — 2(to)  flulto +1),v(to +1)) — f(z0, yo)

l )
J(xo+ H(l),yo + K(1)) — f(x0,0)

{
Hl(l) + fy(@o, yo)K

= fu(20, Y0) I

Eger lim, o “Z0L0)
bitmis olur.

CHD).KW) | dHO).EW) | [(HOY (KDY
%E% l _Lo H(Z)Q+K(Z)QLO\/< l ) +< [ )

+ y = 0 olarak yazil-

= 0 oldugunu gosterebilirsek, ispat her iki tarafin limitini alarak
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yazalim. Tiretilebilirligin tanimindan

. e(H,K) 0
im =
(H,K)=(0,0) / H? + K?

olur. Bu da
e(H(l), K(1))

11m =
=0 \/H(1)2 4+ K(1)?
anlamina gelir. Zira bu limit bir yonlu limittir, ve limit varsa yonlu limitlerin de var

olmasi gerekir.
Ikinci limit ise vardir ve

(P9 (KO _ vy

degerine esittir. Bu sonugclar birlestirilerek

e(H(l), K1)

lim =0
1—0

sonucu bulunur. O

Kapal1 ve Ters Fonksiyon Teoremleri

F : R? — R fonksiyonu i¢in, asagida verece@imiz kapali fonksiyon teoremi,
F(z,y)=0

iki bilinmeyenli bir denklemin hangi sartlar altinda

y = f(x)

seklinde bir ¢6ziimii oldugunu soyler.
F fonksiyonu (z,y) civarinda siirekli kismi tiirevlere sahip bir fonksiyon olsun. Yani
F turetilebilirdir.
F(z,y)=0 (5)

denklemini alalim. (zy, yo) denklemin bir ¢éztimi olsun, yani F'(z,yo) = 0 olsun.
Bu denklemi, (zg, ) noktasi civarinda , y icin z cinsinden ¢ézmek istiyoruz. Yani
oyle bir 6 > 0 ve y = f(x),Vz € (xg — 9, x9 + §) fonksiyonu bulmak istiyoruz ki

yo = f(x0), F(z, f(z)) =0, Vx & (rg—3d,x0+0)

sartlar saglansin.
Tiretilebilme kosulu (xg, 39) yakininda

oF oF
F(z,y) =~ F(xo,y0) + %(%7 Yo)(z — o) + 8_y(x0’ Y0) (Y — vo)
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oldugunu soyler. (5) denklemi yerine, onun dogrusallastirilmis hali olan

oF oF
F(zo,140) + - (0, %0)(x — 20) + (20, %0) (¥ — %) =0 (6)

ox dy
denklemini g6z ontine alalim. Asagidaki kapali fonksiyon teoremi lineer (6) denkle-
minden y yi x in bir fonksiyonu olarak belirleyebilirsek (yani %—i(xo,yo) £ 0 ise) (5)
denkleminde de z,’'in bir acik komsulugundaki her z i¢in y’yi = cinsinden tek sekilde
belirleyebilecegimizi soyler.

Kapali Fonksiyon Teoremi. I : R> — R durumu.

Oncelikle iki bilinmeyenli bir denklem ile ilgili kapali fonksiyon teoremini inceleyelim.

Teorem 7 (Kapali Fonksiyon Teoremi 1). (xg,%o)1n bir R C R? komsulugunda tanimli
F : R — R fonksiyonu siirekli kismi tiirevlere sahip olsun. Eger

oF
F(xo,90) =0, ve a—(wojyo) # 0
Y
ise
F(ﬂ?,f(l’)):(), f(.ilfo) =%
sartlarini saglayan ve x,'1in bir komsulugunda tanimli tek bir f : (zg — 0,29 +6) — R
fonksiyonu vardir. Ayrica f fonksiyonu tanimlandigi aralikta siirekli tiireve sahip bir
fonksiyondur ve turevi
ar e f@)
da O (2, f(x))

—~

olarak belirlenir.
Kanit. Asagida anlatilan teoremin gorsel ispati icin bkz Figiir 0.3.

1. F,(z0,y0) > 0 kabul edelim. F}, fonksiyonu siirekli ve F,(x¢, o) > 0 oldugundan
Fy(I,y) >07 \V/(l',y) EU
olacak sekilde (zg, yp)'1n bir U agik komsulugu vardir.

2. Yeterince kiigik bir b > 0 i¢in (zg,yo + b) ve (xo,yo — b) noktalar1 U’'nun icinde
kalacaktir.

3. Ayrica U igerisinde %—g(x,y) > 0 oldugundan F'(z,y), sabit bir z i¢in y’'nin artan

bir fonksiyonudur. Dolayisiyla F'(zg,yo + b) > F(xo,y0) > F(z0,y0 — b) olur. Yani
F(zo,yo +b) > 0ve F(zg,yo — b) < 0 olur.

4. Yine streklilik nedeniyle bir 6 > 0 ve her z € (¢ — 0,9+ ) icin F(x,y0+b) > 0 ve
F(x,yo—b) < 0 olur. Ara deger teoremi bize her = € (z9—d, xo+9) icin F(z,y(z)) =0
sartini saglayan bir y(z) oldugunu sdyler.
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Sekil 0.3: Kapali fonksiyon teoreminin ispati

5. Ayrica F(z,y), y'ye gore artan oldugundan bu sart: saglayan tek bir y(z) vardir
ki. Dolayisiyla xy’1in bir 6 komsulugunda teoremdeki birinci sart1 saglayan bir y =
f(z) = y(x) fonksiyonu bulmus ve bu fonksiyonun tek oldugunu gostermis olduk.

6. f fonksiyonun siirekli ve tiiretilebilir oldugunun ispati i¢in bkz. [BST08] syf 750.

O

Kapali Fonksiyon Teoremi bir varlik teoremidir. Teorem bir f fonksiyonunun varli-
gin1 garanti eder. Ama bu fonksiyonun ne oldugunu veya nasil bulunacagini belirtmez.

Uyan 4. KFT'de %5z, yo) # 0 kosulu %5 (x0,yo) kosulu ile degistirilirse, bu sefer de yq

Y xr

noktasinin bir I = (yo — 0,yo + 0) komsulugunda tanimli 6yle bir x = f(y) fonksiyonu
vardir ki her y € I i¢in F(f(y),y) = 0 saglanir.
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Ornek 34. 23 — 2y> + 2y = 0 denkleminin, x = 1 noktasinin bir komsulugundaki her
x iciny = f(z), f(1) = 1 seklinde bir ¢éziimii oldugunu gésterin. g—g tiirevini v = 1
noktasinda hesaplayin.

Coézium. F(x,y) = 2° — 2y + xy fonksiyonu heryerde siirekli kismi tiirevlere sahiptir.
Ayrica F(1,1) =0 ve

—(1, 1) = —4y+ T |(1’1): -3 # 0

oldugundan kapali fonksiyon teoremindeki tiim sartlar yerine gelmis olup, bahsedilen
y = f(x) fonksiyonu vardir.

@( ) F,(1,1) 32—y 4

dx :_@ﬂﬂf:—@+x“m:§

Teorem 8 (f : R — R Fonksiyonlar icin Ters Fonksiyon Teoremi). U, x, noktasinin bir
acik komsulugu, f : U C R — R tiirevi siirekli olan bir fonksiyon ve f'(xy) # 0 olsun. O
halde yy = f(zo) € R noktasinin bir V' agik komsulugunda tanimli siirekli tiireve sahip
bir g fonksiyonu vardir oyle ki

g(f(x)) =2V e U,  fl9ly) =y, VyeV

ve
1

-1
9 (y) = m
sartlari saglanir. Yani f fonksiyonun tiiretilebilir bir yerel tersi vardir.
Kanit. F(z,y) =y — f(z) olarak tanimlayalim.
1. F fonksiyonu U x f(U) ktimesi iizerinde siirekli kismi tiirevlere sahiptir.
2. F(zo,90) = 0 olur.
3. 2_5(3507 Yo) = f'(z0) # 0 olur.

Yani KFT’nin varsayimlari gergeklenmis olur. O halde y, noktasinin bir komsulugunda
tanimh ve F(g(y),y) = 0 sartim1 yani y — f(g(y)) = 0 sartin1 saglayan siirekli tiireve
sahip bir g fonksiyonu vardir. O

Kapali Fonksiyon Teoremi. I : R?> — R durumu
Simdi ug bilinmeyenli bir denklem ile ilgili kapali fonksiyon teoremini inceleyelim.

Teorem 9 (Kapali Fonksiyon Teoremi 2). (g, %o, 20) noktasinin bir R C R® komsulu-
gunda tanimli F : R — R fonksiyonu stirekli kismi tiirevlere sahip olsun. Eger

or
F($0,y0>zo) =0, ve g(iﬂojyoﬂo) #0
ise
F(x7y7f(xay)) :07 f(x07y0) = 20
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sartlarini saglayan ve (xg,%o)’1n bir agik U komsulugunda taniml tek bir f : U — R
fonksiyonu vardir. Ayrica [ fonksiyonu tanimlandigi aralikta tiiretilebilir bir fonksiyon-
dur ve fonksiyon asagidaki stirekli kismi tiirevlere sahiptir

g(l’ ):_%_i<x7y7f(xvy)) g(QT ):_%_y($ay>f<$7y))
or Y T T Gy fwy) oy T T B wy flay)

Bu tiirevler kisaca
0z F, 0z F,

or  F. 9y F
olarak da gosterilir.

Alistirmalar

1. 2%y% + 2e* — 4 — 2¢? = 0 denkleminin x = 1 noktasinin bir komsulugundaki her x
icin y = f(z), f(1) = 2 seklinde bir ¢éziiml oldugunu gosterin. j—g tirevini x = 1
noktasinda hesaplayin.

2. Asagidaki verilen denklemlerin, (z, yo) noktasinin bir komsulugundaki her (z,y)

icin z = f(z,y), f(zo,%) = 2 seklinde bir ¢éziimii oldugunu gésterin. 2 ve 9

ox oy
kismi tiirevlerini (xo, y9) noktasinda hesaplayin.
a) 2?2y’ +ax+y+2=0, (20,9, 2) = (—1,—-1,1)
b) 2* —ay+yz+y® —2=0, (x0,90, 20) = (1,1,1)
c) ze¥ +ye* +2Inx —2—3In2 = 0ve (xg, Yo, 20) = (1,In2,In 3).
d) Yukaridaki denklemler z icin y ve z cinsinden veya y i¢in x ve z cinsinden

¢oziilebilir mi? Inceleyin.

3. g fonksiyonu, turevi ¢'(u) < 1, u € R sartin1 saglayan tek degiskenli bir fonksiyon
ve 0 < a < b reel sayilar olsun. © — az = ¢(y — bz) denkleminin herhangi bir
(z,y) noktasinda z = f(z,y) seklinde ¢ézilebilecedini ve ¢6ziimiin a4 bd'Z =1
denklemini saglayacagini gosteriniz.

4. f(z,y,z) fonksiyonu 8f £0, 2 o L £y, 2 5 L - ( sartlarini her yerde saglayan siirekli

kismi tiirevlere sahip olsun. Herhangi bir (xz¢, yo, 20) noktasinda 920y 0z — _1 pa-

. ~ _ i dy 0z Ox
gintisinin saglandigini gosterin.

Yonlu Turev

Tanim ve Ornekler

f:ACR? 5 R, (z9,y0) € A Ve U = uyi + iyj bir birim vektor olsun.
Dy f(z0,y0) = Ef(xo + tu, Yo + tus) |i—o= lim f(xo 15 Yo t 2) — f(zo, o)

limiti mevcutsa, Dy sayisina f fonksiyonunun (xg, ) noktasindaki « yoniindeki yonli
turevi denir.
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Uyan 5. g—i(ﬂfo, Yo) f'in (z9,yo) noktasindaki u = i vektori yoniindeki, %5(1’07 Yo) ise f’in
Py noktasindaki u = j vektoru yontundeki yonlu turevleridir.

0 0
8_£(x0’y0) = D; f(wo0, o), a—gjj(fo?yo) = Djf('rOa Yo).

Uyan 6. Bir fonksiyonun —u yéniindeki yonlii tiirevi (varsa) « yoniindeki yonlii tiirevi-
nin ters isaretlisi, yani

D f(wo,90) = —D—af(zo,10)

olur. Zira s = —t degisken déniisiimiiyle
lim J(xo — tuy, yo — tuz) — f(xo, yo) — lim f (o + suy, yo + suz) — f(xo,Yo)
t—0 t 5—0 —S

oldugu gortiliir.

Ornek 35. f(z,y) = 2%y fonksiyonunun (1,2) noktasindaki ve —3i +4; yoniindeki yonlii
tiirevini bulun

Coziim. Verilen vektér yontindeki birim vektor « = —ditd olur.
d 2 8
Daf(1,2) = 4 (1+H=3/5)(2 + t(4/5)) o= —=

bulunur.

Yonlu Turev ve Turetilebilirlik

Bir f : R? — R fonksiyonun birinci mertebe kismi tiirevleri mevcut ise f nin bir (xq, yo)
noktasindaki gradyani

V f(zo,10) = (%(%;ZJO); g—g(%;yo))

olarak tanimlanir.

Teorem 10. f : A C R? — R fonksiyonu Py(zo,yo) € A noktasinda tiiretilebilir ise
Daf(Ry) =V f(R)-u (7)

olur.

Kanit. Fonksiyon P, noktasinda tiiretilebilir ise zincir kurali geregi

d
Ef(xo + tuy, yo + tug) = fo(xo + tur, yo + tug)us + f,(zo + tug, yo + tug)us

ve
Daf(Fy) = %f(iﬁo + tuy, yo + tuz) |i—o= fo(FPo)ur + f,(FPo)us = Vf(Fo) - u

olur. O
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Ornek 36. Birinci érnegi bu sefer (7) yardimiyla hesaplayin.

Teorem 10, bir noktada turetilebilen fonksiyonun, o noktada her yonde yonlu tire-
vinin oldugunu soyler. Ama bu 6nermenin tersi dogru degildir. Yani bir noktada, her
yonde yonli tdreve sahip olan bir fonksiyon, o noktada tdretilemiyebilir.

Ornek 37. i
[ @£ 00)
Je {o, (2,9) = (0,0)

fonksiyonunun (0, 0) noktasindaki herhangi bir i = uyi + uj yéniindeki yonlii tiirevinin
var oldugunu ama fonksiyonun (0, 0) noktasinda tiiretilemez oldugunu gésterin.

Cozum.
2
Uy
t t L 0
Duf(o,o):yr%f(o+ “1{“ ve) _ ), 7
- 0, wuy=0

olur. Yani fonksiyonun (0, 0) noktasinda her yonde yé6nlii tiirevi mevcuttur. Ancak f (0,0)
noktasinda tiiretilemez. Zira, fonksiyon (0, 0) noktasinda siirekli bile degildir. Bunu gér-
mek i¢in fonksiyonun (0,0) noktasinda y = kxz? yoéniinden limiti k’ya bagh ¢iktigindan,
(0,0) noktasinda limiti olmadigini gérmek yeterlidir.
Ayrica bu ornek (7) formiilasyonu fonksiyon tiiretilebilir degil ise gecerli olmayabi-
lecegini de gésterir. Zira V f(0,0) = 0 oldugundan, ve érnedin @ = ‘/752 + ? j alirsak
/2 1

O:Vf<0,o)'ﬁ§£Duf(O,0):\/—T/2—ﬁ

olur.

Uyar1 5, bir noktada her yonde yonlu turevi olan bir fonksiyonun, bariz olarak
kismi tiirevlerinin de taniml oldugunu soyler. Ama bunun tersi dogru degildir. Yani bir
noktada kismi tlrevleri tanimli olan bir fonksiyonun her ydnde yo6nli tdrevi
olmas1i gerekmez.

Ornek 38.

)ax/y, y#0
f($7y>_ {07 y:()

fonksiyonunun (0,0) noktasinda sadece u = +i ve uw = +j yonlerindeki yénlii tiirevleri-
nin tanimli oldugunu gésterin.

Yonlu Turevin Geometrik Anlami

D, f(P) f'in P noktasinda « yoniindeki degisimini ifade eder.

Vf(Ro)-d = [[Vf(Ro) ||l cos & = ||V f(Fy)l[ cos
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yazarsak D;f(Fy) yonli tirevinin en biiyiik olmasi igin, yani f in en hizh sekilde artmasi
icin
Vf(FH)
IVf (o)l
yani 6§ = 0 olmalidir. Yani bir fonksiyonun maksimum degisimi gradyan vektoru yontin-
dedir.
Degisimin sifir oldugu yon ise

U=

fy(Po)i — fo(Fo)j

i =
IVf(Fo)ll
yonuddr.
Degisimin minimum oldugu yon (f’in en hizli azaldigi yon) ise
o V(R
IVf (o)l
Ornek 39. f(r,y) = 2%y fonksiyonunun (1,2) noktasinda en hizli azaldigi yonii bulun.
Cozim. V[ = 2xyi + 2%j, Vf(1,2) = 4i + j, f’in en hizh azaldidi yén @ = %ﬁ?ﬂ =
—\/Lﬁz‘ - \/Lﬁ j olur.
Alistirmalar
1. f(z,y) = arctan */75 fonksiyonunun noktasindaki hangi yonde en ¢ok ar-
(4, —2) noktasindaki gradyan vekto- tar/azalir? Hangi yonde fonksiyon sa-
runu ve ¢+ 7 yonundeki yonlu turevini bit kalir?
bulun.
4. f,g:R?* — R fonksiyonlari i¢in V(cf)
2. f(x,y, z) = 3e” cos(yz) fonksiyonunun (c sabit), V(f + ¢g), V(fg9), Vf“ (« sa-
(0,0,0) noktasindaki v = 2i + j — 2k bit) ifadelerini belirleyin.

yonundeki yonlu turevini bulun. . )
5. Ahmet Tekcan, Ileri Analiz, sayfa 268

3. f(z,y) = xy + y* fonksiyonunun (3, 2) Alistirmalar 1-3

Analitik Geometri. Vektorler, Dogrular ve Duzlemler

Uc Boyutlu Uzayda Vektorler

3 boyutlu uzayda ¢, j ve k sirasiyla z, y ve z ekseni dogrultusundaki birim vektorler
olmak uizere herhangi bir vektoru

U= uli—i‘UQj—i‘ng

olarak yazabiliriz. Burada u,, us, us reel sayilarina u vektorunun bilesenleri denir. Tum
bilesenleri sifir olan vektore, sifir vektori denir

0=0i+0j + 0k
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Iki vektoril toplama ve bir vektorle bir skalerin carpim islemlerinin ve bu islemlerin
sagladig1 6zelliklerin bilindigini varsayiyoruz. u = u1i + usj + usk vektoriniin boyu

il = /uf +u3 +u3

olarak tanimlanair.

ig Carpim
U = uyt + usj + uszk ve v = v1i + v9j + vk seklinde iki vektoriun i¢ carpimai
U+ U= upvy + ugVs + ugvs
olarak tanimlanir. Asagidaki 6zellikler biitin vektorler ve skalerler i¢in gecerlidir.

—

=7 U,

<y

1. @-

=l
Il
&

2. U-

—

) =07+ il 1,

+
]

v

—~

3. u-

4. (cu)-v=1u-(cv) = c(u- ),
5. ||@)|* =@ - a.
I¢c carpim sayesinde iki vektor arasindaki aci belirlenebilir.

Lemma 2. ¢ ve U vektorleri arasindaki aci 0 ise,

a - v = ||| ||0]| cos @ (8)

olur.

Kanit. Bu esitlik kosiniis teoreminden elde edilen
— — — — — —2 —(12 -2 — —
(0 —a) - (0—1u) = ||t —al]” = [Jal]” + [[v]]" — 2 ||| |7]] cos
ifadesini acarak elde edilir. O
(8) bagintisinin bazi sonuclar soyledir.

1. Sifirdan farkh iki vektor ancak ve ancak i¢ carpimlari sifir ise birbirine diktir, yani
aralarindaki acgi1 90° olur.
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2. |u -9 = ||d|| ||U]| |cos 8] bagintis1 her i ve ¢ vektorleri icin gegerli olan tinlii Cauchy-
Schwartz esitsizligini verir.
- o] < |al| ||7]]

Yani
Uy vy + ugvy + usvs| < (U2 4 ud + ud)V2 (v 4 2 4 02)1/?

Vektorel Carpim

i # 0ve ¥ # 0 olsun. Hem @ hem de 7 vektorlerine dik olan ve sag el kurali ile belirlenen
bir tek birim vektor vardir. Bu vektore 77 diyelim.

ux v = (||all ||7] sin0)7

olarak tanimlanir. Eger vektorlerden biri 0 ise, vektorel garpim i X U = 0 olarak tanim-
lanir.

Sifirdan farkl #, ¥ vektorleri ancak ve ancak @ x 7 = 0 ise paraleldir. Ozel olarak da
@ x @ =0 olur.

Lemma 3. Asagidaki 6zellikler her u, v ve W vektorleri ve her r, s skalerleri icin ge-
cerlidir.

1. (ri) x (s7) = (rs)(@ x ¥), 4. 0x =0,
2. Ux (V+ W) =UX W+ U X,
3. UxT=—0x1, 5. @ x (0 x @) = (@ - 0)T — (@ - 0).

Vektorel carpimin tanimi sebebiyle
1 X j=k, J X k=1, kxi=j

olur. Bu ozellikler kullanilarak o = w17 4+ usj + ugk ve v = vyt + v9j + v3k vektorleri icin,
vektorel carpimin

1 gk
S o / (U2 U3
UXUV=|U Uz U3 =1

Uy U3

.U Ug

U1 U3
V1 T2 U3

= i(ugv3 — uzve) — j(urvz — uzvy) + k(uive — ugvy)

oldugu gosterilir.
Vektor carpiminin birlesme 6zelligi yoktur. Ornegin

—j=ixk=ix(ixj)#(@ixi)xj=0.

olur.
Vektorel Carpimin Geometrik Anlami. « ve ¢ tarafindan gerilen paralelkenarin alani

l@ > @l = ||| || 7] sin 6
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olur. Gergekten de « ve ¥ tarafindan gerilen paralelkenarda,
||@|| sin @ ise ylksekligi verir.

v]| taban uzunlugunu,

h = ||i|| sin &

0 m

v

Uc Boyutlu Uzayda Parametrik Dogrular

Bir P(x, Yo, z0) noktasindan gecen ve ¥ = ai+bj+ ck dogrultmanina sahip bir dogrunun
parametrik denklemi

F(t) =7 +t7, teR
seklinde yazilir. Burada 7(t) = =(t)i + y(t)j + z(t)k, dogrunun tzerindeki bir noktanin
pozisyon vektori, 7y ise P noktasinin pozisyon vektorudir, yani 7y = zgi + 4o + 20k
seklindedir. Her ¢ € R icin yukaridaki baginti, dogru tzerindeki baska bir noktanin
pozisyon vektoridir. Bu dogruyu tarif etmenin baska bir yolu da

x(t) = xo + ta, y(t) = yo + tb, z(t) = zo + te.

seklindedir. Eger bu denklemden t’yi cekersek ve a # 0, b # 0, ¢ # 0 oldugunu kabul
edersek, dogrunun
T—To Y—Y 22— %0
a b ¢
standart denklemlerini elde ederiz.

Ornek 40. (3,2, -3) ve (1, —1,4) noktalarindan gecen dogrunun standart denklemle-
rinin
r—1 y+1 2z-4
4 =3 7
oldugunu gésterelim. (xo, Yo, z0) noktasini () olarak secip, ]@ = 4i — 3j + 7k olduguna
dikkat edip bir onceki formiilii kullanabiliriz.

Ornek 41. Bir S noktasinin, P noktasindan gecen ve dogrultmani ¥ olan bir dogruya
uzakhiginin

oldugunu goésterin.

[PSxe]]

11l

sinf =

S

73]

U

v



ANALITIK GEOMETRI. VEKTORLER, DOGRULAR VE DUZLEMLER 37

Ornek 42. S(1,1,5) noktasi ile parametrik denklemi z = 1+t,y = 3 —t, z = 2t olan
dogru arasindaki mesafenin v/5 oldugunu gésterin.

Uc Boyutlu Uzayda Diizlemler

Bir Py(xo, Yo, z0) noktasi ve 1 = ai + bj + ck normal vektori bilinen bir diizlem iizerinde
herhangi bir P(z,y, z) noktasi alirsak,

i PP =0
olur. Bu da
a(r —xo) +b(y —yo) + (2 —2) =0

veya
ar + by 4+ cz = d = axg + byy + c2

olarak ifade edilebilir.
Tersine olarak diusunirsek,
ar +by+cz=d

denklemi, normali a: + bj + ck vektoru olan duzlemin denklemidir.
Bir diizlemin normal vektoriniin tek olmadigina dikkat edilmelidir.

Ornek 43. P(1,3,2), Q(3,—1,6), R(5,2,0) noktalarindan gecen diizlemin denklemini
yazin.

Cozum. Diizlemin 1 = ]@ X JTE% olarak alabiliriz. Buradan

i ik
=12 —4 4 |=12i+20j+ 14k
4 —1 -2

bulunur. P(1,3,2) noktasini alirsak, diizlemin denklemini
12(x —1)+20(y —3) +14(2 —2) =0

olarak buluruz.
Alistirmalar

1. Kosegenleri birbirine dik bir dikdort- runda midir?

gen karedir. Gosterin. .
4. Lemma 3 de verilen o0zellikleri ispat-

2. Bir paralelkenar ancak ve ancak ko- layin.
segenleri ayn1 uzunluktaysa, bir dik-

dortgendir. Gosterin. 5. Koéseleri P(1,-1,0), Q(2,1,-1) ve

R(—1,1,2) noktlarinda olan ii¢genin
3. U-U = U- Uy iSe U; = Uy olmak zo- alaninin 3+/2 oldugunu gosterin.
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6. i+2) —k, —21+ 3k ve 7j — 4k vektor-
leri tarafindan gerilen paralelyuzli-
nin hacminin 23 birim kiip oldugunu

11.

ICINDEKILER

(Opsiyonel) Kenarlar: u, v ve w tara-
findan gerilen u¢ boyutlu paralelyuz-
linin hacmi

gosterin.
. . [ > ]| [|7]| |cos 0]

7. (9) nolu bagintiy1 gosterin.

tarafindan belirlenir. Burada 6, u X
v ve w vektorleri arasindaki acgidir.
Gergekten, ||u x ¥||, paralelyizlinin
taban alanmini, ||¢/]| |cos#| ise paralel-
yuzlinin yiksekligini belirtir. Bu ha-

8. Herhangi bir ucgende, iki kenarin
orta noktalarini birlestiren dogru
iciinci kenara paraleldir, uzunlugu
ise Uiclinci kenarin uzunlugunun ya-

risidir.
cimi
9. (Opsiyonel). Aralarindaki ac1 6 olan
bir ¥ vektoriniin bir @ vektoru tze- |(@ x ¥) - @l = ||u x || ||0]] |cos 0|
rine iz dusum vektorua
. olarak da yazabiliriz.
. N = u
izz0 = (||V]| cos 9)(W)
- . (ux?)-welR
i U Lo u
= ([[a][ [|T]} cos O) (=) = (U - V)= o
||| ||| saylisina, @, U ve w vektorlerinin iiclii
carpimi denir. u = uyt+ug)+usk, v =
7 V11 + V9J + v3k ve w = wqi + woj + w3k
olmak uizere, Ucli carpim
Uy U2 Usg
0 (U x V) - =|v vy w3 (9)
N -,
‘ u w1 Wo Ws

iZgU

determinant1 yardimiyla hesaplana-

10. ¥ -4 = izzv - ¥ oldugunu gosterin. bilir. (Gosterin)

Teget Duzlem

Vektor Degerli Fonksiyonlar

f: ACR — R"” fonksiyonuna, n € N ve n > 2 icin, bir vektor degerli fonksiyon denir.
f: ACR — R?durumunda

f(t) =2(t)i+y(t)j+ z(H)k

olarak yazilabilir. f fonksiyonun gorintia kiimesine R" tizerinde bir egri, f fonksiyonuna
ise bu egrinin bir parametrizasyonu denir.

Ornek 44. f(t) = Inti + €'j + /1 — t2k fonksiyonunun tamim kiimesi (0, 1] olur.

Ornek 45. f(t) = costi +sintj, t € R fonksiyonu birim ¢gemberin bir parametrizasyonu-
dur. Baska bir deyisle f fonksiyonunun goriintii kiimesi R? de birim ¢emberdir.



TEGET DUZLEM

39

1. f,g:R—>R"ve h:R — Rise (f +g)(t) = f(t) + g(¢) olarak tamimlariz. Benzer

sekilde f — g, (hf), f - g, f x g, f o h fonksiyonlar: tanimlanir.

2. e Ve> 0,30 >0,

O0<|t—to]<d = |f(t) —L| <e
kosulu saglanirsa, lim; ., f(¢t) = L deriz.
Gosterilebilir ki
f(t) =a(t)i+y(t)j+2(t)k

fonksiyonunun bir ¢, noktasindaki limiti ancak ve ancak z, y ve z skaler fonk-
siyonlarinin ¢, noktasinda limiti varsa vardir ve bu durumda

f )= (g0 -+ (i) 5+ (1 =0

a) limg, (£(2) + g(t)) = (limy, £(2)) + (limey, 8(2)),
) - g(t)) = (Hmyyy, £(2)) - (limyyy, g(2)),
) x g(t)) = (hmHto (t)) (hmHto g(t))

@)
~
=
E
L
o
"
~
X

gibi klasik limit kurallar gegerlldlr.

Eger lim; ,;, f(t) = f(to) ise f vektor degerli fonksiyonuna ¢, noktasinda sii-
rekli deriz. Eger bu fonksiyon tanim kiimesindeki her noktada surekli ise,
fonksiyonun kendisine surekli deriz.

Gosterilebilir ki
f(t) =x()i+y(t)j+ z(t)k
fonksiyonu bir ¢, noktasinda suireklidir ancak ve ancak x, y ve z skaler fonk-
1
siyonlar ¢, noktasinda siirekliyse. ornek. f(t) = —i + ——]j fonksiyonu

NG —4

tanimli oldugu (0, 2) U (2, 00) kiimesi iizerinde siireklidir.

df . f(t+h)—£(t)
a e h
limiti varsa f fonksiyonuna ¢ noktasinda tiretilebilir denir.

£(t) =

ornek. f(t) = costi + sin tj fonksiyonunun tirevi f'(t) = —sinti + costj olur.

Eger u ve v tiretilebilir fonksiyonlar, c sabir vektor, ¢ skaler ve f tiiretilebilir
bir skaler fonksiyon ise

a) %c =0,

b) %[cu(t)] = cu'(t)

c) glf(tu®)] = f(thult) + f(Ou'(t),

d) Llu(t)-v(t)] =u'(t) - v(t) +u(t)-v'(t)

e) glu(t) x v(t)] = u'(t) x v(t) +u(t) x v'(t)
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f) glu(f()] = fOu(f(E)).

ispat. Ornegin u = u ()i + ua(t)j + us(t)k ve v = v (¢)i + va(t)j + vs(t)k olsun.
d d

= 7 (

/ / / / / /
= Uy, + UV + ugv§+ylvl + Ugvy + u3vs

ULv1 + UUe + UzV3)

- -
u’-v u-v’

olur.

Parametrik Egriler
Tanim 6.
r:ICR—=R*®  r(t)=z@)i+yt)j

olsun. x ve y, t’nin turetilebilir fonksiyonlari olsun. r fonksiyonun goruntu kiimesi olan

r(I) = {(=(t),y(t)) e R* |t € I}
kiimesine R?’de tanimli bir egri ve

dr dx. n dy .
— = —1 -
at — dt
vektoriine, eger sifir vektoérii degilse, bu egrinin teget vektorii denir. Benzer bir se-

kilde R?’teki egriler de tanimlanabilir.

Ornek 46. r(t) = ti + t%j, t € R olsun. x = t, y = t* yazip t’yi elimine edersek, y = x°

denklemini buluruz. Yani z(t) = t ve y(t) = t* parametrik denklemleri, y = x* parabolii-
niin bir parametrizasyonudur. Bu egrinin teget vektort

dr i+ 2tj
— =1
dt J

olur.

Ornek 47. Her tek degiskenli siirekli f : A C R — R fonksiyonunun grafigi bir egri
tanimlar ve bu egri r(t) = ti + f(t)j denklemi ile parametrize edilebilir. Ancak tersine
R2’deki her egri bir fonksiyonunun grafigi degildir. Ornegin 2% + y?> = 1 ¢emberi bir
fonksiyonun grafigi olarak yazilamaz.

Ornek 48. 22 + y?> = 1 cemberi parametrik olarak r(t) = costi + sintj, t € R seklinde
yazilabilir. Aslinda bir egri sonsuz farkli parametrik denklemle tanimlanabilir. Ornegin
r(t) = cos 2ti + sin 2tj denklemi de ayni ¢emberi tanimlar.

Ornek 49. r(t) = costi + sintj + tk parametrik denklemi R*’de bir helis tanimlar.
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Sekil 0.4: Helis grafigi.

Seviye Egrileri ve Gradyan

Bir egriyi tanimlamanin diger bir yolu, egriyi iki degiskenli reel degerli bir fonksiyonu-
nun seviye egrisi olarak tanimlamaktir.

Tanim 7. f: A C R? — R ve k € R olmak tlizere

Ck:{(l‘7y) EAf({L‘,y):k’}

kiimesine f’nin bir seviye kiimesi denir.

1. ke R, meRvek #misCy,NC, = 0 olacag: aciktir zira (z,y) € C, N C,, ise
f(z,y) = kve f(x,y) = m oldugundan k£ = m olur.

2. Eger (z0,y0) € Cy ve Vf(zo,y0) # 0 ise (xg, 1) noktasinin 6yle bir B C A acgik
komsulugunu bulabiliriz ki C;, N B kiimesi bir egridir.
ispat (Opsiyonel). V f(xg,y0) # 0 oldugundan, 6rnegin %(mo,yo) # 0 olarak ala-
biliriz (aksi halde g—i # 0 olur ve ispat benzer sekildedir). Kapali fonksiyon te-
oremi, bir 6 > 0 ve ¢ > 0 i¢in f(z,g(z)) = k ve g(xy) = yo seklinde tek bir
g:(rg—0,20+06) = (yo — €, Yo + €) fonksiyonunun var oldugunu séyler. Dolayisiyla
B = (xg— 9,20+ 9) X (yo — €,y + €) kiimesi igin C}, N B kiimesi

r(t) = ti+ g(t)j, t € (xg— 08,20+ 9)
olarak parametrize edilen bir egridir.

Ornek 50. Belirtilen fonksiyonlarin seviye kiimelerini ve seviye egrilerinin parametrik
denklemlerini belirleyin.

1. f(z,y) =2+ 4% 2. flz,y) =2 + 2%, 3. f(z,y) =e"t®

Cozim. 1. f(x,y) = 2 + y? fonksiyonunun seviye kiimeleri k < 0 i¢in bos kiime,
k = 0 igin sadece orijin noktasi, k > 0 igin ise vk yaricapli ve orijin merkezli
cember olur. Bu ¢cemberler her k > 0 icin

r(t) = Vk cos ti + Vksin tj, t €[0,27]
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denklemiyle parametrize edilebilir.

2. f(z,y) = x* + 2y* fonksiyonunun seviye kiimeleri k < 0 i¢in bos kiime, k = 0 igin
sadece orijin noktasi, k > 0 igin ise

2?4+ 2y° =k =z} + 2y¢

denklemiyle tanimli elipslerdir. Bu elipsler

k
r(t) = Vkcosti+ \/;Sinj, t €1[0,2n]
denklemiyle parametrize edilebilir.

3. f(x,y) = e*® fonksiyonunun her k € R igin seviye egrileri x+2y = k dogrularidir.
Bu dogrulary =t ve x = k — 2t denklemi veya kisaca

r(t) = (k — 2t)i+ tj, teR
denklemiyle parametrize edilebilir.

Teorem 11. f : A C R* — R tiiretilebilir bir fonksiyon, C' egrisi ise f’nin bir seviye
egrisi olsun. Bu durumda V f vektérii C' egrisine (yani C' egrisinin teget vektoriine)
diktir.

Kanit. C egrisinin r = z(¢)i + y(¢)j, t € I seklinde parametrize edildigini kabul edelim.
Dolayisiyla bir £ € R igin

fla(t),y(t) =k, viel

olmalidir. Yukaridaki denklemde her iki tarafin d/dt tirevini alirsak,

dk d dz dy dr
0= 7 Ef(x@)?y(t)) = me + fy% =V/f- o
buluruz. =

Bir topografik haritadaki izohipsler yiikseklik fonksiyonun seviye egrileridir. Yuka-
ridaki teoreme gore bir topografya haritasinda nehirler izohipslere diktirler.

Ornek 51. Opsiyonel Ornek. (2,1) noktasindan gegen ve f(x,y) = 2 + 2y* fonksiyo-
nunun en hizl arttigi yonde giden C' egrisini belirleyin.

Cozum. Fonksiyonun en hizli gittigi yén V f olduguna gore, C' egrisinin teget vektort
de _ drj y D ile V=83 + g—ij = 2xi + 4yj vektérii paralel olmalidir. Yani bir c sayisi

icin

olmalidir. Buradan
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Sekil 0.5: z = 2?4 y? fonksiyonunun grafigi.Sekil 0.6: z = z2 — y? fonksiyonunun grafigi.

yani

dy _ ol
Yy Zz

bulunur. Bu denklemin iki tarafini da integre edersek bir k sabiti i¢cin

Inly| =2In|z| +k = |y| =2? = y =+ = y=Ka?
(K = +¢* olmak tizere) olur. Buradan da v = 2, y = 1 koyarsak K = 1/4 olur. Yani C

egrisi y = z*/4 parabolidir.

Yuizeyler

Egriler gibi ylizeyleri tanimlamanin da bir kac yolu vardir.

Birinci yol yluzeyi bir f : A ¢ R? — R fonksiyonunun grafigi olarak tanimlamaktir.
Ornek olarak Figiir 0.5 ve Figiir 0.6 deki yiizeyler gosterilebilir.

Ama her yiizey bu sekilde tanimlanamaz. Ornegin 2 + y? + 22 = 1 kiiresi bir z =
f(z,y) fonksiyonunun grafigi olarak yazilamaz.

Ikinci yéntem yiizeyi parametrik olarak tanimlamaktir.

r(t,s) = x(t,s)i+ y(t,s)j + 2(t, s)k, (5,t) € A C R?
Bu durumda a yaricapli kiire
z(0,¢9) = acosfsing, y(0,¢) =asinfsing, z(0,¢) =acosp, (0,¢)¢€ [0,2n] x [0, 7]

olarak, yani kuiresel koordinatlar yardimiyla tanimlanabilir. Yizeylerin parametrik gos-
terimi ile bu derste ilgilenmeyecegiz.
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f(x,y,z) = k Seviye Yiizeyi ve Bu Yiizeyin Teget Diizlemi

Tanim 8. f: A C R® = R ve k € R olmak lizere

{(z,y,2) € A: f(x,y,2) =k}

kiimesine f’nin bir seviye kiimesi denir. Eger bu kiime R®’de bir yiizey tanimliyorsa,
bu ylizeye f’nin bir seviye yiizeyi denir. Eger (zy,yo,20) € A ve k = f(z0o,¥0,20) ise
ylizey (o, yo, z0) noktasindan gecger. Seviye ylizeyi lizerindeki bir egriye, seviye egrisi
denir.

Ornek 52. f(x,y,2) = 2% + y? + 2% fonksiyonun (1, —1,0) noktasindan gecen seviye
ylzeyi
f(x7ya Z) = f(la _1’ O)
yani
x? 4 y2 4 22 —9
denklemi ile tanimli kiiredir.

Teorem 11°‘e benzer bir teorem, i¢ degiskenli fonksiyonlar icin de gecerlidir.

Teorem 12. f : A C R?® — R tiiretilebilir bir fonksiyon, C egrisi ise r = z(t)i + y(t)j +
z(t)k, t € I seklinde parametrize edilmis olsun. Ayrica C, f’nin bir seviye egrisi olsun.
Yani bir k € R icint € [ igin

flxt),y(t), 2(t)) = k

olsun. Bu durumda V f = %i + g—ij + %k vektori C' egrisine diktir. Yani

dr
Vf i
olur.

Bu teorem bize V f vektoruniin f’'nin bir seviye yluzeyindeki her egriye dik oldugunu
soyler. Yani baska bir deyisle V f vektoru f’nin seviye yuzeyine diktir.

Tanim 9. f : A C R® — R fonksiyonu bir P(xq,s,2) € A noktasinda tiiretilebilir ol-
sun. P(xq,yo, 20) noktasindan gegen ve normal vektérii V f(P) olan diizleme f(x,y,z) =
f(zo,y0, 20) seviye ylizeyinin teget diizlemi denir. Seviye yiizeyinin teget diizleminin
bir denklemi

Fo(P) (@ = 20) + £o(P)y — o) + f-(P)(= — 2) = 0

ve seviye ylizeyinin normal dogrusunun bir denklemi ise
T = To+ f:c<P)t’ Y =1Yo+ fy(P)t’ z=z+ f.(P)t,
olur.

Ornek 53. 22 + 32 + 2% = 5 yiizeyinin (1, 2,0) noktasindaki teget diizlemini ve normal
dogrusunu belirleyin.
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Cozium. f = z%+y*+22—5 olarak tanimlarsak, (1,2,0) noktasinda V f = 2zi+2yj+2zk =
2i + 4j oldugundan, teget diizlem

2@ —-1)+2(y—2)=0

normal dogru ise
r=1+2t, y =2+ 4t, z2=0

olur.

z = f(x,y) Fonksiyonunun Grafiginin Teget Diizlemi

z = f(z,y) fonksiyonun grafigi ¢g(z,vy,z) = f(x,y) — z = 0 ylzeyidir. Dolayisiyla bir
P(x0, Yo, 20) noktasinda teget diizlemi

9:(P)(w = 0) + 9,(P)(y = ) + g:(P)( = 20) = 0
Bu da
fo(P)(x = xo) + fy(P)(y — y0) — (2 — 20) = 0

olarak yazilir.

Ornek 54. z = xcosy — ye® yiizeyine (0,0,0) noktasindaki teget diizlemin ve normal
dogrunun denklemlerini bulun.

Coziim. F(z,y,z) = xcosy — ye® — z olarak tanimlarsak, (0,0,0) noktasinda
VF = (cosy —ye®)i+ (—xsiny —e")j—k=i—j—k
olur. Teget diizlem
rT—y—z=

normal dogru ise
olur.

IKki Yiizeyin Kesisim Egrisinin Teget Dogrusu

Teorem 13. (zg, Yo, 20) noktas: f(x,y,z) =0 ve g(x,y, z) = 0 denklemlerinin bir ¢6ziimii
olsun. Eger

V f(x0, Y0, 20) x Vg(z0, Y0, 20) # O

ise (w0, Yo, 20) noktasinin bir komsulugunda f(z,y,z) = 0 ve g(z,y,2z) = 0 ylizeyleri
(x0, Yo, 20) noktasindan gegen bir C' egrisinde kesigirler. C' egrisinin teget vektorii V f x
Vg yontndedir.
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Kanit.

VfxVg= (3(f,g) o(f.9) 5(f,g))

Ay, z) 0(z,x)" d(z,y)

oldugundan, bu Jakobyenlerden birisi, ornegin % Jakobyeni (xg, 3o, 20) noktasinda
sifirdan farkl ise, zy noktasinin yeterince kiicik bir / komsulugunda tanimli 6yle bir
y = X(z) ve z = Z(z) fonksiyonlar: vardir ki

flx,Y(z), Z(x)) = g(z,Y (), Z(x)) =0, Veel

olur. Eger C egrisini
z = Z(t), tel

olarak tanimlarsak, yukaridaki sonu¢ C' egrisinin her iki ylizey tizerinde oldugunu gos-
terir.

C egrisi f'nin bir seviye egrisi oldugundan V f vektoriine, ¢g’'nin bir seviye egrisi
oldugundan ise Vg vektorlerine diktir. Yani V f x Vg vektorine paraleldir. O

Hatirlatma: P noktasindaki teget vektori v olan C' egrisinin normal dizlemi, P’den
gecen ve normali v olan diizlemdir. Buna gore iki ylizeyin kesisim egrisinin normal
duzlemi bulunabilir.

Ornek 55. f(r,y,z) = 22 +4? — 2 = 0 silindiri ve g(z,y, 2) = v + 2z — 4 = 0 diizlemlerinin
(1,1,3) noktasindan gegen bir kesisim egrisinin var oldugunu gésterin ve bu egrinin
teget dogrusunun denklemini belirleyin.

Cozum. (1,1,3) noktasinda Vf =2i+2j, Vg=i+k, v=Vf x Vg =2i —2j — 2k olur.
Teget dogrusunun denklemi

r=1+42t, y=1-2t, z=3—-2t

olur.
Alistirmalar

1. Verilen (zg,y,) noktasinda verilen
z = f(z,y) fonksiyonunun grafigine

vap: A(2,2,0) ve B(—2,—2,0), Coziim:
Mustafa Balci).

teget olan diizlemi bulun.
a) Z = 'IQ + xy, (anyO) = (17 _]-)l
b) z = zeY, (xo,y0) = (1,0),
¢) z=zlny, (zo,y0) = (2,1),

C 2?4+ 4y 4 1622 — 20y = 12 ylze-

yinin hangi noktasindaki teget diz-
lemi xz-duzlemine paralel olur. (Ce-

2 2 2 . . 7. .
.5+ % + % = 1 elipsoidine iize-

rindeki P (xg, yo, 20) noktasinda teget
olan diizlemi belirleyin. (Cevap: % +

Y0 4 22 — 1, Coziim: Mustafa Balci).

. 22+ 2% 4 32% = 21 yluzeyinin x + 4y +

6z = 0 duzlemine paralel olan teget
diuzleminin denklemini yaziniz. (Ce-
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vap: z + 4y + 62 = —21. Cozum: Mus-
tafa Balci).

z = 12 — 2? — 3y? ylzeyinin (2, —1,5)
noktasindan gecen normal dogrusu-
nun standart denklemlerini yazin.

Lz=2 __ yt+l __ 2-5
(Cevap: =5 =5 ).

f turevlenebilen bir fonksiyon olsun.
z = af (£) ylzeyinin, zo # 0 olmak
tizere her P (xg,yo,20) noktasindaki

Ektremum Problemleri
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tegetinin orijinden gectigini gosteri-
niz. (Cozum: Mustafa Balci)

2

. 22 = 2% + 3? konisinin her noktasin-

daki teget diizleminin orijinden gec-
tigini gosteriniz. (Cozim: Mustafa
Balci)

. Nurettin Ergun, sayfa 124-130: 1, 2,

3,7,8,9,11.

Hatirlatma: Tek Degiskenli Reel Degerli Fonksiyonlarda Ekstrem
Deger Problemleri

f:ACR — R olsun.

Tanim 10. Bir xy € A noktasinin A iginde kalan bir komsulugundaki her x degeri
igin f(x) > f(xo) ise f(x¢) degerine f’nin bir yerel minimumu denir. Benzer se-
kilde yerel maksimum tanimlanir. f(z,) f 'nin bir yerel minimum veya yerel mak-
simum degeri ise, f(x() degerine f’nin bir yerel ekstrem degeri denir. f’nin ta-
nim kiimesindeki minimum degerine f’nin mutlak minimum degeri, maksimum
degerine ise mutlak maksimum degeri denir. Benzer sekilde mutlak ekstrem

degeri tanimlanir.

Tanim 11. f/'(x) = 0 olan bir « € A noktasina f’nin bir kritik noktasi denir.

Teorem 14. i) x( noktas: A kiimesinin bir i¢ noktasi, ii) f'(xy) tanimli, iii) f(zo),
f’nin bir yerel ekstrem degeri ise xq noktasi f’nin bir kritik noktasi olur.

Kanit. f'(x9) # 0 olsun. Genellikten kaybetmeksizin, 6rnegin f’(xy) > 0 kabul

edelim.

f'(zg) = lim

T—rT0

f(@) — f(o)

T — 2o

> 0

oldugundan, bir ¢ > 0 i¢in (z¢, xo + ) araligindaki her z i¢in limit tanimindan

f(z) — f(wo)

r — X

>0
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olur (neden?) yani f(z) > f(x¢) olur. Benzer sekilde bir ¢’ > 0 icin (zo — &', x¢)
araligindaki her z igin f(x) < f(x) olur. Yani f(x) bir yerel ekstrem deger olmaz.
O

Ters onerme dogru degildir. Yani f'(xq) = 0 ise f(x¢) bir ekstrem deger olmak
zorunda degildir. Ornek olarak f(z) = 23 fonksiyonu igin f/(0) = 0 olur ama f(0) =
0 fonksiyonun bir ekstrem degeri degildir.

Dolayisiyla fonksiyonun yerel ekstrem degerleri ancak ve ancak fonksiyonun kri-
tik noktalarinda, tiirevinin tanimsiz oldugu noktalarda ve fonksiyonun tanim kii-
mesinin sinir noktalarinda ortaya ¢ikabilir.

Teorem 15 (Ikinci tiirev testi). f, f’ ve f” fonksiyonlari x, noktasinin bir komsu-
lugunda siirekli ve xq f’nin bir kritik noktasi olsun. O halde i) f"(xq) > 0 ise f(xo)
bir yerel minimum, ii) f"(z) < 0 ise f(x,) bir yerel maksimum olur.

Kanit. Taylor Teoremine gore her x € A icin

fl/(c>
2

(z — x0)?

f(z) = f(xo) + f'(wo)(x — o) +
olur. Burada ¢, z ile =y arasindadir. f'(xy) = 0 oldugundan

1)~ Fao) = T 0 —

olur. f” stirekli ve f”(x¢) > 0 oldugundan, zy'in yeterince kii¢iik bir (o — €, xo + €)
komsulugundaki her z igin f”(z) > 0 olur. Yani bu komsuluktaki her z icin f(x) >
f(xg) ve f(xo) bir yerel minimum olur. Benzer sekilde diger 6nerme gosterilir. [

Eger f surekli ise ve A kiimesi sinirli ve kapali ise (yani kompakt ise) f'nin A
kimesi tizerinde mutlaka bir mutlak minimumu ve mutlak maksimumu olmak
zorundadir.

Iki Degiskenli Reel Degerli Fonksiyonlarda Ekstrem Deger
Problemleri

f:ACR?— R olsun.

e Tanim 10’de z, yerine (xo, o) yazilarak tanimlar iki degiskenli fonksiyonlara tasi-

nabilir.
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Tamim 12. Eger f,(z,y) ve f,(x,y) kismi tiirevlerinden biri tanimli degilse veya
her ikisi birden tanimli ve f,(z,y) = f,(z,y) = 0 oluyorsa, (x,y) € A noktasina
f’nin bir kritik noktasi denir.

Yani kritik noktada kismi tiirevler tanimh ise V f(z,y) = 0 olur. Buradan, eger f
kritik noktasinda turetilebilen bir fonksiyon ise, kritik noktasindaki her yondeki
yoOnli tirevinin sifir olmasi gerektigi sonucu cikar

Teorem 16. i) (zo,yo) noktas: A kiimesinin bir i¢ noktasi, ii) f fonksiyonunun
(x0,y0) noktasinda kismi tiirevleri tanimli, iii) f(zo,v0), f'nin bir yerel ekstrem
degeri ise (g, yo) noktasi f’nin bir kritik noktasidir.

Kanit. g(x) = f(x,yo) olsun. z, noktasi ve g fonksiyonu Teorem 14’deki sartlar
sagladigindan, ¢'(z¢) = 0 olur. f.(zo,y0) = ¢'(x¢) oldugundan f,(zo,yo) = 0 olur.
Benzer bir 6nerme f,(x¢,yo) = 0 oldugunu gostermek i¢in de kullanilabilir. O

Ters onerme dogru degildir. Yani fonksiyon bir kritik noktasinda ekstrem deger
almayabilir. Ornegin, f(z,y) = zy fonksiyonu igin f,(0,0) = f,(0,0) = 0 yani (0, 0),
f'nin bir kritik noktasi olur. (0,0) noktasinin her komsulugunda (a,a) seklinde
bir nokta mutlaka vardir ve a* = f(a,a) > f(0,0) = 0 olacagindan f(0,0) bir
yerel maksimum olamaz. Ayni 6nerme (—a,a) noktasi igin tekrarlamirsa, f(0,0)
degerinin bir yerel minimum olamayacagi gorulir.

Dolayisiyla fonksiyonun yerel ekstrem degerleri ancak ve ancak fonksiyonun kri-
tik noktalarinda, tiirevinin tanimsiz oldugu noktalarda ve fonksiyonun tanim kii-
mesinin sinir noktalarinda ortaya ¢ikabilir.

fxx fxy

Af (o, o) = foa (@, 30) i (0, 90) = 2,30, 30) = |17

olarak tanimlayalim.

Teorem 17 (ikinci tiirev testi). f, ve f’nin birinci ve ikinci mertebe kismi tii-
revleri (xo,yo) noktasinin bir komsulugunda siirekli ve (xg,yo)’da f’nin bir kritik
noktasi olsun. O halde

1. Af(xo,vy0) > 0 ve fuu(xo,y0) > 0 (veya fyy(xo,v0) > 0) ise f, (xo, yo) noktasinda
bir yerel minimuma sahiptir.

2. Af(zo,y0) > 0 ve fiu(xo,y0) < 0 (veya fyy(xo,y0) < 0) ise f, (xo,yo) noktasinda
bir yerel maksimuma sahiptir.

3. Af(zo,y0) < 0 ise (xo, o) noktas: f’nin bir eyer noktasidir. Yani (zy, o), nok-
tasinin her komgulugunda, f(x1,v1) < f(zo,%0) ve f(z2,y2) > f(zo,y0) ba-
gintilarini saglayan (z1,y;) ve (2, y2) noktalar: vardir. Yani fonksiyon (xg, yo)
noktasinda bir yerel minimum veya yerel maksimum degeri almaz.
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4. Af(xg,yo) = 0 ise kritik noktanin karakteri hakkinda bir sey soylenemez.

Kanit. Taylor teoremine gore her (x,y) € A igin

f(x,y) =f(x0,0) + fa(o, yo)(x — x0) + [y (%0, Y0) (Y — Yo)

57 (Faele, ) = 20)? + 2 e, )& = 20)(y — ) + e D)y — o))

olur. Burada ¢, z ile zy arasinda, d ise y ile y, arasindadir.
A= fi.(e,d), B=fylc,d), C=fyle,d), X=x—20, Y=y—1y

olarak tanimlayalim. f,(xo,v0) = fy(%0,¥0) = 0 oldugundan her (z,y) € A

Fla.) — f(o.0) = 5(AX? 4 2BXY + 0¥?) = & ((X N %/) e BZ)W)

olur. Streklilik nedeniyle (zy, yo)'1n yeterince kiicik bir komsulugunda f,.(xo, y0) >
0ise A >0, ve Af(xg,y0) > 0ise (‘“’:4;232) > 0 olur. Buradan bu komsuluk i¢indeki
her (z,y) i¢in, f(x,y) — f(z0,y0) > 0 olur. Yani birinci sonug¢ cikar. Digerleri de

benzer sekilde gosterilir.

O

Ornek 56. f(x,y) = 2% + y? fonksiyonunun yerel ekstremumlarini bulun.

Cozim. f, = 2r =0 ve f, = 2y = 0 denklemlerinin tek ¢ézimii (0,0). fux = 2, fuy = 0,
fyy = 2. Yani Af(0,0) = 4 < 0 ve ikinci tiirev testine gére (0,0) fonksiyonun bir yerel
minimum noktasidir, bkz. Figiir 0.5. f(x,y) > 0 oldugundan, (0,0) noktasi fonksiyonun
mutlak minimum noktasidir.

Ornek 57. f(x,y) = 2 — y? fonksiyonunun yerel ekstremumlarini bulun.

Cozum. f, =2z =0 ve f, = —2y = 0 denklemlerinin tek ¢6ziimii (0,0). fy. =2, fzy =0,
fyy = —2. Yani Af(0,0) = —4 < 0 ve ikinci tiirev testine gére (0,0) bir eyer noktasidir,
bkz. Figur 0.6.

Yukaridaki 6rnekte (0,0) noktasinmin bir eyer noktasi oldugunu f(e,0) = ¢ > 0 ve

f(0,6) = —€* < 0 olduguna dikkat ederek de goérebilirdik. Yani (0,0) noktasinin her
komsulugunda 0 = f(0,0)’dan daha biiyiik degerler, daha kiiciik degerler de vardir.

Ornek 58. f(z,y) = 62y — 322 — 3y* fonksiyonunun yerel eksremumlarini bulun.

—_

Cozum. Fonksiyonun (0,0) noktasinda bir eyer noktasi, (\‘/—%,
rinda yerel maksimumlari oldugunu gésterin.

) ve (75, ;) noktala-

Sl

2

Ornek 59. (2, —1,1) noktasinin x + y — z = 2 diizlemine uzakligini bulun.
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Coziim. Noktanin diizlem iizerindeki bir (x,y, z) noktasina uzakligi

Vie=22+y+12+(-1)2

Bu fonksiyonun x + y — z = 2 diizlemi tlizerindeki minimum degerini bulmak yerine
D(z,y,2) = \/(x —2)2 + (y + 1)> + (2 — 1)2 fonksiyonunun minimumunu bulmak yeterli
ve daha kolaydir. z = x + y — 2 ifadesini D fonksiyonunda yerine koyarsak d(z,y) :=
Dz,y,e+y—2)=(x -2+ wy+1)?+(x+y—3)> D, =2(x—2)+2(x+y—3) =0,
D, =2(y+1)+2(z+y—3) =0. Kritik nokta (8/3,—1/3). Bu noktada D,, =4, D,, = 2,
Dy, =4, A=12>0, D,, > 0. Uzaklk: d(8/3,—1/3,1/3) = 2//3.

Kapal1 ve Stmirh Bir Bolge Uzerinde Maksimum ve Minimum

Teorem 18. B C R? bélgesi kapali ve sinirh bir kiime, f : B — R stirekli bir fonksiyon
olsun. Bu takdirde f mutlak ekstremum degerlerini mutlaka alir. f mutlak ekstremum
degerlerini ya kritik noktalarinda ya da B bélgesinin sinir noktalarinda alir.

Ornek 60. f(z,y) = 2 + 22 + 4y — 2® — y? fonksiyonununz = 0, y =0 vey = 9 —
dogrulari ile sinirlanmis bélge lizerindeki mutlak ekstremum degerlerini bulun.

Coziim. I¢ kritik noktalar: f, = 2 — 22 = 0 ve f, = 4 — 2y = 0 sonucu (1,2) olarak
bulunur.

Sinirdaki kritik noktalar: Uggenin kése noktalar1 O(0,0), A(9,0), B(0,9).

(i) OA dogrusu lzerinde f(x,y) = f(2,0) = 2+ 2z — 22, 0 < z < 9. Bu tek degiskenli
fonksiyonun ekstrem degerleri u¢ noktalarda x = 0, x = 9 ve f'(x,0) = 2 — 2z = 0 yani
xr = 1 noktasinda ortaya cikar. Kritik noktalar (0,0), (9,0), (1,0).

(ii) OB dogrusu tizerinde f(x,y) = f(0,y) = 2+4y—y*, 0 <y < 9. f'(0,y) =4—2y =0
ve y = 2 bulunudur. Kritik noktalar (0,0), (0,9) ve (0, 2).

(iii) AB dogrusu tzerinde f(z,y) = f(z,9—z) =2+ 2r +4(9 —z) — 22 — (9 — z)°.
f'(z,9—x) =16 — 4o = 0 ve « = 2 bulunur. Kritik noktlar (0,9), (9,0), (4,5).

F(1,2) = 7, £(0,0) = 2, £(9,0) = —61, f(0,9) = —43, f(1,0) =3, f(0,2) = 6, f(4,5) =
—11. Mutlak minimum —61, mutlak maksimum 7.

Alistirmalar
1. Asagidaki fonksiyonlarin kritik nok- (0,0) eyer noktasi, (1/v2,1/v/2)
talarini bulun ve cinslerini belirleyin. ve (—1/v/2,-1/y/2) yerel mak-
simum, (—1/v2,1/\/2)  ve
a) f(z,y) =ay—a®—y*—20—2y+4. (1/v/2, —1/+/2) yerel minimum.

Cevap: (—2,2) yerel maksimum.

b) f(z,y) = 3y* — 2y® — 322 + 6ay.
Cevap: (0,0) eyer noktasi, (2,2)
yerel maksimum.

2. Her k£ € R degeri igin (0,0) nokta-
sinin f(z,y) = 2* + kxy + y* fonksi-
yonunun bir kritik noktasi oldugunu
gosterin. (Ipucu: k = 0 ve k # 0 du-

c) flz,y) = 1Oxye*(””2+y2). Cevap: rumlarini ayr1 ayr1 degerlendirin.)
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3. Hangi k& € R degerleri igin (0,0) nok- buytk degerini almasi igin a < b ola-
tasi f(x,y) = 2 + kxy + y* fonksiyo- cak sekilde a ve b sayilarini belirle-
nunun bir yerel minimumu veya eyer yin. (Cevap: a = —3, b = 2.)

noktasi olur? (Cevap: |k| < 2 igin ye-
rel minimum, |k| > 2 igin eyer nok- 5. Nurettin ]:ergun, sayfa 132-140, sayfa
tasi, |k| = 2 igin 2. tlrev testi sonug 140, 141 Ornekler 1, 2, 3. Ahmet Tek-
vermez. Ancak k = +2 icin f(z,y) = can

(r £y)> > 0 = £(0,0) oldugundan
(0,0) yerel minimum olur.)

6. Ahmet Tekcan, sayfa 288-292 co-
zumlu ornekler, sayfa 293 1-18, sayfa
4. fab (24 — 22 — 2?)"/* dz integralinin en 299-304, ornekler 1-5, sayfa 304 1-9.

Lagrange Carpanlarn Yontemi

Teorem 19. f: A C R? — R tiiretilebilir bir fonksiyon olsun. Diizgiin bir C C A egrisi
C:r(t)=xz(t)i+y(t)j

seklinde parametrize edilmis olsun. Eger f fonksiyonu C' ilizerinde bir P, noktasinda
ekstremum degerin alirsa, V f(F,) vektorii C egisine diktir, yani

dr
Vf-%—o

Kanit. f fonksiyonunun C' lzerindeki degerleri f(z(t),y(t)) olur.

G _Ofdr  Ofdy . dr
dt — Oxdt Oydt dt
f fonksiyonunun C' lzerindeki ekstremum degerlerinde df /dt = 0 oldugundan sonug
cikar. O

Eger yukaridaki teoremde verilen C' egrisi bir g : A ¢ R? — R fonksiyonunun seviye
egrisi ise, daha 6nce gordigumiiz izere Vg # 0 vektori C egrisine diktir. Hem V f
hem de Vg fonksiyonu C' egrisine dik olduklarindan birbirlerine paralel olurlar. Yani
bir A € R icin

Vf=AVyg

bagintisi saglanir. Bu yontem Lagrange carpanlar: yontemi denir.

Bu yontem genel olarak n reel degiskenli reel degerli f : A C R" — R fonksiyonu-
nun g(z1, xe, . .., ,) = 0 kisit1 altindaki ekstrem degerlerini bulmak icin de ayni sekilde
gecerlidir.

Ornek 61. f(z,y) = zy fonksiyonunun % + % = 1 elipsi tizerindeki en buytk ve en
kiiciik degerlerini bulun.
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Coziim. 1. yontem.. Elipsin y-ekseni tizerinde yer alan kismi y = /2(1 — x?/8) fonksi-
yonu ile verilir. Fonksiyonu elipsin bu kismina kisitlarsak

h(z) = f(z,/2(1 —22/8)) = z/2(1 — 22/8),  —2V2 <z <2V2.

fonksiyonunu elde ederiz. Bu fonksiyonun minimum ve maksimum degerlerini su se-

kilde bulabiliriz. "
— =0 = 2’ =4 = =42
dx

Ayrica fonksiyonun sinir noktalarina da bakarsak
hE2v2) =0,  h(=2)=-2, h(2)=2

Yani fonksiyonun elipsin list kisminda aldig: minimum deger f(—2,1) = —2, maksimum
deger ise f(2,1) = 2 olur. Benzer sekilde fonksiyonun elipsin y-ekseninin alt kismi olan
y = —+/2(1 —22/8) lizerinde de minimum ve maksimum degerlerinin ayni oldugunu
gorebiliriz. Yani fonksiyonun elips iizerindeki minimum degeri f(—2,1) = f(2,—1) =
—2, maksimum degeri ise f(2,1) = f(—2,—1) = 2 olur.

2. yontem. Lagrange carpanlari yéntemini kullanalim. g(x,y) = %2 + % — 1 olarak
tanimlayalim.

Vf:yiJrafj:)\Vg:)\(%ierj)

Bagintisi ve kisit kosulu bize

X
—\=
Y=
rT=\y
1‘2 y2

—+=—-1=0
8 * 2

seklinde ti¢ denklem verir. Birinci ve ikinci denklemleri kullanirsak,
)\2
yzzy — y=0veya \ = £2

buluruz. y = 0 ise ikinci denklemden v = 0 buluruz ki (0,0) noktas: elips tizerinde
yer almaz, yani ti¢iincti denklemi saglamaz. Ote yandan A\ = +2 bize % + y—; —1=0
denklemini verir. Bu denklemin ¢ozumleri y = +1 olur. 1. yontem de bulunan 4 kritik
noktayi belirledik.

Yukarida ise yarayan yerine koyma yontemi (1. yontem) her zaman ise yaramaya-
bilir. Zira 1. yontem ile bulunan kritik nokta kisit kosulunu saglamayabilir. Bu durum-
larda mutlaka Lagrange ¢arpani yontemini kullanmak zorunda kalirz.

Ornek 62. 2> — 22> = —1 hiperbolik silindirinin orijine en yakin oldugu noktalar: belir-
leyin.

Cozum. Ekstrem degerini bulmak istedigimiz fonksiyon f(z,y, z) = \/x? + y* + 22 fonk-
siyonudur. Bu fonksiyon yerine tiirevini almanin daha kolay oldugu ve ekstrem deger-
leri ayni noktalarda olan f(x,y,z) = x* + y* + 2 fonksiyonunu kullanalim.
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1. yontem. > = 2> — 1 ifadesini f fonksiyonunda yazarak
hz,y) =2+ 9>+ (2 = 1) =222 + 9> — 1

elde ederiz. Bu fonksiyonun ekstrem degerleri h, = 4 = 0, h, = 2y = 0 denklemlerini
saglar. Yani tek kritik noktasi (z,y) = (0,0) noktasidir. Ancak x koordinati sifir olan
noktalar x> —z?> = —1 hiperbolik silindiri tizerinde yer almaz. Bu yontem sonug¢ vermedi.
(Ote yandan z? = z? + 1 doniisiimiinii kullansaydik sonucu elde edebilirdik.)
2. yontem. Lagrange carpani. g(v,y, z) = 2> — 22+ 1 olsun. V f = \Vg denklemin-
den
20 = N2z, 2uy=0, 22=-X\22, 22—2241=0

olur. Birinci denklemden A\ = 1 veya x = 0 elde ederiz. A\ = 1 i¢in t¢tincu denklem z = 0
verir ve son denklemin ¢ozumiu olmaz. r = 0 i¢in, dorduncu denklem z = +1 verir. Yani
ekstrem degerler (z,y,z) = (0,0,+1) noktalarinda gerceklenir.

Sekil 0.7: Problemin geometrisi.

Ornek 63. f(r,y) = 3xv+4y fonksiyonunun x>+y? = 1 gemberi lizerinde aldigi minimum
ve maksimum degerleri bulun.

Cozum. g(x,y) = 2° + y*> — 1 olsun.

Vf=AVg = 3i+4j=2x)i+2y\j 2°+¢y>*—1=0

A # 0 olmalidir ve x = % Yy = % bulunur. Ikinci denklemden

9 +4_1
402 N2
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Yani A = +2, = £2, y = +1 olur: Yani ekstremum degerler (—3/5,—4/5) ve (3/5,4/5)
noktalarinda ¢ikar. f(—3/5,—4/5) = —5 minimum deger, f(3/5,4/5) = 5 ise maksimum
deger olur.

Vf = 3i + 4 = %Vg
y

6., 8.
Vg=§1 } gJ
3 2o éi
/ 55
U )
\ 3x+4y=5

3x+4y=-5

x24 b 1

Sekil 0.8: Problemin geometrisi.

Ornek 64. f(x,y) = v2+2y? fonksiyonunun x> —2z+2y*+4y = 0 kisit1 altindaki ekstrem
degerlerini bulun.

Cozum.
9 = \& 20 = \(2x — 2) r=Nz—1)
=N b = dy= A4y +4) — y=Ay+1) (10)
g=0 2?2 =20+ 292 +4y =0 2?2 =20+ 2y +4y =0
Denklemlerden X\ # 1 olur: Buradan x = %1 ve y = —, yani * = —y olur: Son denk-

lemden 3z* — 6z = 0 yani (z,y) = (0,0) ve (x,y) = (2, —2) ¢éziimleri bulunur. f(0,0) = 0
minimum, f(2,—2) = 12 ise maksimum degerdir.

Zorunlu Olmayan Bélim. Iki kisith Lagrange carpanlari

f :C R3 — R fonksiyonun
91($1,CL’2,$3) =0, 92(131,$2,$3) =0
kisitlar: altinda ekstremlerinin bulunmasinda Lagrange ¢arpanlari yontemi
Vf=AVg +uVgs

olur. Yontemin geometrik anlami: Burada A ve p Lagrange carpanlarndir. g; = 0 ve
go = 0 seviye ylizeylerinin kesisim egrisi C' olsun. f fonksiyonunun bu kesisim dog-
rusu iizerindeki ekstrem degerleri aranmaktadir. Lagrange c¢arpani yontemi ekstrem
degerlerin, V f vektorinin C' egrisine dik oldugu noktalarda ortaya ¢ikacagini soyler.
C' egirisine dik olan her vektor ise A\Vg;, + uVg, seklinde yazilabilir.
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Ornek 65. © +y + 2 = 1 ve 2x — y + 2z = 3 diizlemlerinin kesisim dogrusu L olsun.
P(1,2,—1) noktasi ile L dogrusu arasindaki uzakligi bulun.

Cozium. Ekstrem degerlerini aradigimiz fonksiyon f(z,y, z) = (x—1)*+(y—2)*+(2+1)?
(uzaklik fonksiyonun karesi) olur. g;(x,y,2) = +y+z—1ve go(z,y,2) =20 —y+ 2 —3
olsun. Lagrange c¢arpanlari yontemi

g—éiAg—%jLug—% 2z —1) = A+ 2u

5y =g T Hg, 2 —2)=A—p

H=2B4pdh b= 2z+1)=A+p (11)
g1(z,y,2) =0 r+y+z=1

g2(z,y,2) =0 20—y +z=

Bu denklemlerin ortak ¢6ziimi ()(2,0,—1) noktasini verir. P noktasinin () noktasina
uzakligi /5 olarak hesaplanir.

Alistirmalar

1. Ahmet Tekcan sayfa 315-316 1: 1-24, 3. f(x,y) = 2% + y? fonksiyonunun 22 +

2 vy + y> = 1 elipsi lzerinde al-
dig1 maksimum ve minimum deger-
lerini bulun. (Cozum: Lagrange car-
panlar1 yonteminden 22 = y? ve min:

apli cember tizerindeki mutlak mak-
eap ¢ (V1/3.3/173) = F(—/1/3,—/1]3) =

illrlrllum ve minimum degerlerini bu- 2/3, maks: f(1,—1) = f(—1,1) = 2.)

2. f(z,y) = 2 + y* — 6z + 6y fonksi-
yonunun orijin merkezli ve 2 yari-

Cok Katli Riemann Integralinin Tanimi

Dikdortgensel Bolgeler Uzerinde Iki Kath Integraller
Bu bolumin genelinde f : R C R? » R, R =[a,b] X [¢,d] bir dikddrtgen ve f’nin
R Uzerinde sinirli oldugunu varsayalam.
a=29< T < Ty =0, c=yY < <-Y,=d
ise
P={(zi,y;) :0<i<m,0<j<n}

kumesine R bolgesinin bir partisyonu denir.

Rij = (i, Tiva] X [Yj, Yj41),

mi; = inf f(z,y)

Rij

Mij = S}?p f(xay)
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f smnirh oldugundan m;; ve M;; sayilar vardir.

m—1n—1

Ly(P) =YY miAlan(R;)),
=0 j=0
m—1n—1

Uf(P) = MijAlan(Rw),
=0 j=0

toplamlarina sirasiyla alt ve uist Riemann toplamlar: denir.

Lemma 4. R C R? bir dikdértgen, f : R — R sinirli bir fonksiyon olsun. o = infg f(x,y)x
Alan(R), p = supy f(z,y) x Alan(R) ve P, R bélgesinin herhangi bir partisyonu olsun.
O halde

o0 <a < Ly(P) SUp(P) < B < o0

olur.
Eger P C P’ ise P’ partisyonuna P’nin bir incelmesi denir.
Lemma 5. Eger P C P’ ise
Ly(P") = Ly(P), Up(P") < Uy(P)
olur.

Kanit. Oncelikle P’ partisyonunun P partisyonunda z; ile x;,, arasina bir & noktasi
eklenerek olustugunu varsayalim. Bu durumda 6nermenin gerceklendigini gosterin.
Genel durum tumevarimla c¢ikar. O

Lemma 6. P ve P, R bélgesinin hangi iki partisyonu olursa olsun
Li(P) < Uy(P).
olur.
Kanit. P C P” ve P’ C P” olacak sekilde bir P” bulunabilecegini gosterin.
Ly(P) < Li(P") < Uy(P") < Us(P')
1. ve 3. esitsizlik Lemma 4, 2. esitsizlik Lemma 5 sebebiyle dogrudur. O
Alt ve ust Riemann integrallerini

Ly = sup{L;(P) : P, R'nin bir partisyonu}
Uy = inf{U;(P) : P, R'nin bir partisyonu}

olarak tanimlayalim. Lemma 6 sebebiyle

L;<U;

olur.
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Tanmm 13. f: RC R? - R, R = [a,b] X [¢,d| bir dikdértgen ve f’nin R lizerinde sinirli
oldugunu varsayalim. Eger L; = U; ise f fonksiyonu R bélgesi lizerinde Riemann
anlaminda integrallenebilir denir ve

J[ remia=1 -y,

Ornek 66. f(z,y) = k sabit fonksiyonu R = [a,b] x [c, d] dikdértgensel bolgesi tizerinde
integrallenebilir ve integrali

olarak tanimlanir.

//Rf(x, y)dA = ¢ x Alan(R)

bulunur.
Cozim. R bolgesinin her P partisyonu i¢in, M;; = m,;; = k olacagindan, her P icin
Ly(P) =) kAlan(R;;) = Alan(R)
i=0 j=0

ve bu ylizden L; = Alan(R) olur. Benzer sekilde U; = Alan(R) olacagindan sonug
bulunur. o

Her sinirli fonksiyon Riemann anlaminda integrallenemez.
Ornek 67. R =[0,1] x [0,1] ve
L, (z,9) e RN(QxQ)
0, (z,y) € R\ (QxQ)

fonksiyonu R bélgesi iizerinde integre edilemez. P, R’nin bir partisyonu olsun. Ust
Riemann toplaminin 1, alt Riemann toplaminin 0 oldugunu gésterin.

f(x,y)z{

Genel Bolgeler Uzerinde iki Kath Integraller

Gegen bolumde Riemann anlaminda integrallenebilmeyi dikdortgenlerde tanimlamis-
tik. Bu bolimde bu tanimi daha genel bolgelere tasiyacagiz.

Tanim 14. B C R? bélgesi sinirli bir bélge f : B — R fonksiyonu da sinirli bir fonksiyon
olsun. R, B bdlgesini iceren herhangi bir dikdortgensel bolge olsun. f’in R lzerine
genisletilmesini
| flzy), (v,y)eB
fR(xv y) -
0, (z,y) € R\ B

olarak tanimlayalim. Eger fr R boélgesi lizerinde Riemann anlaminda integrallenebi-
lirse, f B lzerinde Riemann anlaminda integrallenebilir denir ve

ff= [

olarak tanimlanir.
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Teorem 20. Yukaridaki tanim secilen R dikdortgensel bélgesine bagh degildir.

Kanit. B’yiigeren bir R dikdortgeni secelim ve [[, fdA = [[. frdA olarak tanimlaya-
lim. R, R dikdortgenini iceren bir dikdortgense, R’ \ R en fazla dort dikdortgenin (R;,
Rs, R3 ve R,) birlesimi olarak yazilabilir (biri digerini iceren iki dikdértgen hayal edin).
fr |r,=0,1=1,2,3,4 oldugundan,

//,fR/dAzg//RifR/dAJr//RfR/dA://RfR,dA

Dolayisiyla tanimda iki farkli R ve R’ dikdortgenleri kullanilirsa her ikisini de igceren
bir dikdortgen R” alinarak,

/ /R fraa = [ [ fwda - / [ i

oldugu bir 6nceki 6nermeden gorilir. O

Simdi hangi fonksiyonlarin Riemann anlaminda integrallenebilecegini inceleyelim.

Tamim 15. B C R? smmrl bir bélge olsun. Eger f(x,y) = 1 fonksiyonu B ilizerinde
integrallenebilirse, B bélgesine él¢iilebilir denir ve |B| = [[, 1dA yazilr. | B| sayisina
B’nin ol¢tiimii veya B’nin alani1 denir.

Teorem 21 (Lebesgue). Tanim 14’daki varsayimlari kabul edelim. f’nin B bolgesi tize-
rinde Riemann anlaminda integrallenebilmesi icin gerek ve yeter kosul fr genisleme-
sinin stireksiz oldugu noktalarin 6l¢tiimi sifir bir kiime olmasidir.

Kanit. Bu teoremin ispati daha ileri analiz derslerinde yapilmaktadir. O

Lebesgue Teoremine gore B bolgesinin olculebilir olmasi icin gerek ve yeter kosul
B bolgesinin sinirinin olgumunun sifir olmasidir.

Sinirinin 6lgumu sifir olmayan kiimeler vardir ama bu tarz kiimeleri hayal etmesi
guctiir ve bu derste bu tarz kiimelerle karsilasmayacagiz.

Tanim 16. f : R C R? = R, f > 0 ve f, R lizerinde integrallenebilir olsun. V bélgesi
de z = f(z,y) ylizeyi altinda, R bélgesi lizerinde kalan bélge ise

Hacim(V) — / /R (@, y)dA,

Alan(R) = //R 1dA

olarak tanimlanir.
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Iki Kath Integrallerin Hesaplanmasi

Ardisik Tek Kath integraller
Ornek 68. Asagidaki ardisik integralleri hesaplayin.

™ T 7T2
1. / / xrsinydydr = — + 2.
0 2

2. fo Smwydydx:%

Fubini teoremi, iki kath integralin iki ardisik tek kath integral ile hesaplanabilecegi
durumlar verir.

Teorem 22 (Fubini). f : B C R?> — R fonksiyonunun siireksiz oldugu nokta sayisi
sonsuz olmasin.
gi : la,b] = R, i = 1,2 siirekli olsun.

1. Eger B = {(z,y) e R? | a <z <b, g1(z) <y < go(z)} ise B bélgesine Tip-1 bélge
denir. Bu durumda f, B tlizerinde integrallenebilir ve

b g2(x)
// fx,y)dA :/ / (x,y)dydx
B r=a Jy=gi(x

2. Eger B= {(z,y) e R? |a <y < b, g1(y) <z < g2(y)} bélgesine Tip-2 bélge denir.
Bu durumda f, B lizerinde integrallenebilir ve

92(y)
// f(rc,y)dAZ/ / f(x,y)drdy
B y=a J x=g1(y

Kanit. Bu teoremin ispati daha ileri analiz derslerinde yapilmaktadir. O]

olur.

olur.

Ornek 69. y = 1 dogrusu, x = 2 dogrusu, ve y = e® egrisi ile sinirlandirilmis R
bolgesini ¢izin ve alanini hesaplayin.

Sekil 0.9: Bolge hem Tip-1 hem de Tip-2 bolgedir.
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Cozum. 1. Yontem Bolge Tip-1 bolge olarak yazilir: 0 < x < 2,1 <y < ¢e”.

2 et 2 9
// 1dA:/ / dydx:/(ex—l)dx:e“—x‘ =e? — 3.
R 0 J1 0 0

2. Yontem Bolge Tip-2 bolge olarak yazilir: 1 <y < e?, Iny < x < 2.

e? 2 e2 &2
// 1dA = / / dxdy = / (2—Iny)dy = 2y—yIny+y| =2e*—2e*+e*—(24041) = *—3.
R 1 Iny 1 1

Asagidaki ornekte verilen bolge hem tip-1 hem tip-2’dir. Dolayisiyla cift katl integ-
ral iki farkh sekilde iki tane tek kath integral olarak yazilabilir. Ama integralin sonucu
sadece birinden hesaplanabilir.

N U rlsing
Ornek 70. / / dxdy sirali integralini hesaplayin.
0 Y 'y

Cozum. Soruda verilen integral, verildigi sekliyle alinamaz. Ancak bu integral xy-

dizlemi, x-ekseni, y = x dogrusu ve x = 1 dogrusu ile smrlanan R bélgesi igin
/ / Smdi integralini hesaplamaktadir.
rR X

Y

Sekil 0.10: Bolge hem Tip-1 hem de Tip-2 bolgedir.

Integralde integrasyon sirasini degistirirsek

1 T _: 1 1
/ / Smxdydx = / sinzdr = —cosx| =1—-cosl.
o Jo T 0 0

sonucunu elde ederiz.

Ornek 71. fol / 17‘,;962 f(x,y)dydx sirali integralinin integrasyon bélgesini ¢izin ve integ-
2

rasyon sirasini degistirin.
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Sekil 0.11: Bolge Tip-1 bolgedir ama Tip-2 bolge degildir.

1/2
Cozum. / / f(z,y)dxdy —|—/ / f(z,y)dzdy.
=2y 1/2

Alistirmalar

1. integrasyon bolgesini ¢izin ve integrasyon sirasini degistirerek integrali hesapla-

a) / / exp(—x?)dzdy. (Cevap: fo fo exp(— )dydx:i(l—e_lﬁ))
2y

b) / / 2% sin(y*)dydx
0 Jaz?

2. T, zy dizleminde késeleri (0,0), (0,3), (1,3) olan iiggen olsun. [[,6exp(—y®)dA
integralini hesaplayin.

3. y =4 — 2%ile y = x + 2 arasinda kalan bélgenin alanini bulun.

4. Rbolgesiy = v+ 1 ve z = 1 — y? egrileri arasinda kalan bolge olsun. [[,4zydA
integralini hesaplaym. (Cevap: [[, 4zydA = f f 4mydxdy = 27)

5. Rbolgesi z =Iny, x =In2y, y = 1 ve y = 2 egrileri arasinda kalan bolge olsun. R
bolgesinin uzerinde ve z = ety yuzeylmn altinda kalan bolgenin hacimini bulun.
(Cevap: ff Y dA = fl flmy +y? dxdy = 642_6)

Nurettin Ergun syf. 195 -207:1, 2, 3,4,6, 7,8, 9
Ahmet Tekcan sayfa 350-352 1-4
Mustafa Balc1 7.2: 1-3, 5-6

Iki Katli integrallerde Degisken Degistirme

Hatirlatma. ¢ : R — R 1-1 bir fonksiyon olsun. Eger = = g(u) doniisimi yaparsak,

/ab f(z)dx = /ggj(b) flg(u)g (u)du

(a)
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olur.

Teorem 23. B, xy-duzleminde kapali sinirli bir bolge ve @, uv-duzleminden xy-diuzlemine
bir koordinat dontisimi olsun.

(z,y) = (u,v) = (9(u,v), h(u,v))

birebir, érten ve birinci mertebeden tiirevlenebilen bir dontisiim ise f : B — R fonksi-

yonu i¢in
Iz, y)
flaar= [[ - fatuo)yuo) der gl
//B g~ 1(B) a(ua U)
olur.
Kanit. Bu teoremin ispati daha ileri analiz derslerinde yapilmaktadir. O
Burada donusumiun Jakobiyen matrisi
d(x,y) F—”C ﬂ
O(u,v) i
bu matrisin determinantinin mutlak degeri ise
oz Ox
O(u,v) % 3 dudv  Ovou

olarak tanmimlanir. Yukaridaki degisken doniisimiinde bu determinantin mutlak degeri
yer almaktadir.

Bazi durumlarda x ve y’yi u ve v cinsinden bilmek yerine u ve v’yi x ve y cinsinden
biliriz. Bu durumda iki degiskenli ters fonksiyon teoremi

d(w,y) 1
det =
¢ a(uv U) det 3(u,v)

oldugunu soyler.
Ornek 72. Ornek olarak polar koordinat déniisiimii

xr =rcosb, y =rsinf
icin Jakobiyeni hesaplarsak

8(33’,:1/) _ ‘det |:$7« 1’9:|
Yr Yo

O(u,v)

)det

_ ‘det [COSG —rsind

, = |rcos’@ +rsin®0| =|r| =r
sind rcost
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Alistirmalar
1. R, zy-duzleminde 1. bélgede, y = 2%, y = 22+ 1, 2y = 1, y = 2 ile sinirlanan bolge
olsun. / / (5(y — 2*)* + 62y) (y + 22%)dA integralini uygun bir degisken déniisiimii
yaparak g%ziin.
2. R, xy-dizleminde 1. bolgede 22 4+ 12 =4, 22 + 3> =9, 22 —y? =1, 22 — 2 = 4 ile

sinirlanan bolge olsun. / xydA integralini hesaplayin.
R

3. R, zy-duzleminde xr+y =0, x+y =1, 2r —y = 0, 20 — y = 3 ile simmirlanan
paralelkenar olsun. / / (z + y)*dA integralini hesaplayn.
R

Ahmet Tekcan Ileri Analiz, syf 367-370: 1: (1, 2, 6, 7, 10, 14, 16), 3: (1, 2, 4, 5, 6, 10),
4: (2, 5, 8)

Mustafa Balc1 7.3: 1-5.

Mustafa Balc1 7.4: 23, 24, 25, 27, 28, 29

Uc Kath Integraller

A. Asagidaki integralleri hesaplayiniz

1. ///B(xz—y?’)dV, B =1[-1,1] x [0,2] x [0, 1].

z
2. /// ———dV, B; 2 =0, z = z duzlemleri ve 3? = 4 — 2z ile sinirli bélge.
B 2%+ y?

3. /// TV, By =0,y =0, 2=0ve x +y+ 2 = 1 diizlemleri ile simirlanan
bélge.

B. Asagidaki bolgelerin hacmini hesaplayiniz.

1. Koseleri (a,0,0), (0,b,0) ve (0,0, c) olan tetrahedron. (C6ziim: NE, syf 217.)

2. 2 =2 — (2? + y?) paraboloidi, z = —1 ve z = 1 dlizlemleri arasinda kalan bolge.

3. R?uzaymnda, z =z +vy, 2 =6, x =0, y = 0, 2 = 0 diizlemleri ile sinirlanan bolge.

C. Ahmet Tekcan (syf 405): 1, 2.
D. Mustafa Balc1 8.2: 2, 3, 4
E.

1. x = y? parabolik silindiri, 2 = 0 diizlemi ve 2+ 2z = 1 diizlemi ile sinirlanan bolgenin
hacmini belirleyen dzdxdy ve dydzdx sirali uglu integralleri yazin. (cevap: V =

Jh L fy T dedady = [ [ [V dydzde)

7/2 V3 pVA—12
Z-I/f1 1 2

0 3 sin 6 cos Odzdrdf integralini dzdydx sirali yazin.
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Silindirik Koordinatlar

Asagidaki integralleri hesaplayiniz

1.

2.

3.

4.

/ / / (x* +y*)dV, B; z = 2 + y? paraboloidi ve z = 1 diizlemi ile sinirlanan bélge.
B
(Cevap: [7" [ [ r¥dzdrdd = 7/6.)

/ / / (#* + y* — 2)dV, B; alttan zy-dizlemi, iistten z = 9 — 2> — y? paraboloidi
B

tarafindan smirlanan ve z? + y?> = 1 silindirinin disinda kalan bélge. (Cevap:
I 027r 09—1‘ (r? — 2)rdzdfdr)

/// Va2 +y2dV, B; x* +y? = 25 silindiri ve z = —1, z = 2 dizlemleri ile simirh
B
bolge.

/ / / xydV, B; z = 2% + y? paraboloidi, z = 0 duzlemi ve 22 + y? = 1 silindiri ile
B

sinirlanan bolge.

Kuresel Koordinatlar

Asagidaki integralleri hesaplayiniz

1.

N

w

/// Va2 +y?+ 22dV, B; 2* + y? + 2% = x kuresi ile sinirli bolge.
B
/// (2 +y* + 23)dV, B; 2° + y* + 22 < 4 ile simirh bolge.

B

/ / / (x* +y*)dV, B; 2® +y?+2? = 16 kiiresi ile z = /22 + y? konisi arasinda kalan
B
bolge.

. /// (x+y+2)dV, B; z = \/a?> — x? — y? yan kiiresi ve zy-diizlemi ile sinirh bolge.
B

/ / / (z° + y*)dV, B; tstten 22 + y? + 22 = 9 kiiresi, alttan ry-dizlemi ile sinirh
B
bolge.

/// Va2 +x2+y2dV, B; z = /2?2 +y? konisi ile z = 1, z = 2 dlzlemleri ile
B
sinirlanan bolge.

2 +y? + 2% = a®, a > 0 kuresi ve z = /2% + y? konisi arasinda kalan bolgenin
hacmini hesaplayin.

/ / / dV, B; 2% + y? + 2? = 1 kuresinin i¢inde ve z = v/12(z? + y?) paraboloidinin
B

uzerinde kalan bolge.
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Egrisel Integraller

Fonksiyonlarin egrisel integrali

Fiziksel amacg: Yogunlugu verilen telin agirligin1 hesaplamak.
Tel bir C' egrisi ile gosterilsin ve f’de C lizerinde taniml bir fonksiyon olsun (telin
yogunluk fonksiyonu). C egrisinin parametrizasyonu

r(t) =z@)i+yt)j+z0k  a<t<b
ile verilsin. a < t < b araliginin bir
a=tyg<t; <---<t,=0b

parametrizasyonunu aliyoruz.
Telin kutlesi yaklasik olarak

n

Z f(x(tr), y(tr), 2(t)) Asy

k=1

seklinde yazilir.
Yukaridaki toplamin limiti, telin agirligini verir ve asagidaki gibi gosterilir.

/C Flay.2)ds = lim S flolt) ylt), 2(0) Asy

Bu integrali hesaplamak icin

dr

) 280y, — |

Aty
try1 — i

Asp = ||r(tpgr) —x(te)| =

yazarsak, integral

b
dr
[ remas= [t G|
C a
olarak ifade edilir. Burada
dr 1/2
‘ E — (l‘/(t)Q _I_y/(t)Q —I—Z,(t)2) /
yazarsak
b
[ Haw s = [ 10,500, 540) (£OF + /02 + (02) P e
C a
elde ederiz.
Eger f = 1 secilecek olursa integral egrinin uzunlugunu verir. Yani
b
C egrisinin uzunlugu = / ds = / (2'(t)* +y' (1) + z’(t)2)1/2 dt
C a

olur.
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Ornek 73. f(z,y) =2z +4y ve C : r(t) = costi +sintj, 0 < ¢ < 7/2 igin [, fds =?

Coziim. ds = (sin®t + cos? t)V/2dt = dt ve

/2
/fds—/ (2cost + 4sint)dt = 6
c 0

Ornek 74. Orijini ve (1,1, 1) noktasini birlestiren dogru pargasi iizerinde, f = v—3y*+2
fonksiyonunun integralini hesaplayin.

Cozum. Egrir(t) = ti +tj +tk, 0 <t < 1 seklinde parametrize edilir. ds = (1 + 1+
1)Y2dt = \/3dt ve

1
/fds:/(t—3t2+t)\/§dt:0
C 0

Eger C egrisi (1, ..., C, egrilerinin u¢ uca eklenmesiyle olusmussa
C=C+---+0C,

Yazariz ve

/fds: fds+---+ fds
C C1

Cr
olur.

Zorunlu Olmayan Bilgiler

Kapali1 Fonksiyon Teoremi
F=(f9) :R*— R? durumu
Simdi dort bilinmeyenli iki denklem ile ilgili kapal fonksiyon teoremini inceleyelim.

Tanim 17. f(z,y) ve g(x,y) fonksiyonlari i¢gin

[fx fy]

9z Gy

matrisine Jakobiyen matris, bu matrisin determinantina ise Jakobiyen determinant
veya kisaca Jakobiyen denir.

0f,9) _ 4o (5‘(1‘1 9)

8(w,y) m) = fxgy - ngy-

Bu kavrami Alman Matematikci Karl Gustav Jacop Jacobi 1830’larda tanimlamaigstir.

Ornek 75. u = 22 + y? ve v = ye® ise

= 2ze” — 2y°%e”.
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Lemma 7. ¢(x,y), ¥(z,y), f(z,y,u,v) ve g(x,y,u,v) fonksiyonlarinin hepsi tiiretilebilir
olsun. Eger

a(f.9)
d(u,v) 70 .
ve
f(z,y,é(z,y), ¥(z,y)) =0, (13)

g($,y7¢($ay)>¢($ay)) =0

sartlari saglanirsa ¢,, ¢,, V., 1, kismi tiirevleri asagidaki gibi belirlenir.

o(£.9) o(£.9)
% _ o(z,v) a_dj _ O(u,x) (14)
al‘ 8(fvg) ’ al‘ 8(fvg)
O(u,v) O(u,v)
o(f.9) a(f.9)
09 3w N By (15)
gy e oy U
Y O(u,v) Yy O(u,v)

Kanit. (16) denklemlerini 2’e gore turetirsek

o=

buluruz. Bu denklemin ¢éziimi verilen (12) sart1 altinda mimkiundir ve ¢oziimler (14)
seklindedir. Benzer sekilde (15) elde edilir. O

veya

Simdi kapali fonksiyon teoreminin yeni bir seklini yazalim.

Teorem 24 (Kapali Fonksiyon Teoremi 3). (g, %o, uo, vo) noktasini igeren bir U C R*
acik komsulugunda f : U — R ve g : U — R fonksiyonlari stirekli kismi tiirevlere sahip
olsun.

f(@o, Yo, uo, vo) = g(0, Yo, uo, vo) = 0

ve

a(f.9)
0(u,v) 70

sartlar1 saglansin. O halde, (x,yo) noktasinin bir V. C U acik komsulugu, ve bu agik
komsulukta tanimli ¢ : V — R2, ¢ : V — R? fonksiyonlari vardir. Bu fonksiyonlar

¢(0,Y0) = o, (w0, yo) = o

ve
f(z,y, o(z, y), (2, y)) =0,
gz, y,é(x,y), ¥(z,y)) =0’

sartlarini saglar. Bu fonksiyonlar stirekli kismi tiirevlere sahiptir ve kismi tiirevleri (14)
ve (15) seklinde verilir.

V(z,y) eV (16)
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Teorem 24 ve Lemma 7 arasindaki fark, teoremde u ve v’'nin x ve y’nin fonksiyonlar:
oldugunu kabul etmiyoruz. Hatta bunu gosteriyoruz.

Ornek 76.
zu 4 yv? =0

20° + y*u’ =0
denklemleri u ve v i¢in x ve y cinsinden r =0, y = 1, u = 0, v = 0 noktasi civarinda tek
bir sekilde ¢ozilebilir mi?

Cozum. Denklemleri sol taraflarina f ve g diyelim.

af,9) :‘a: 2yv

6y%u®  3zv?

=0
(u,v,2,9)=(0,1,0,0)

8(16, ’U) (u,v,2,y)=(0,1,0,0)

oldugundan kapali fonksiyon teoremi bize bu durumda bilgi vermez. Coziimiin olup
olmadigini incelemek icin dogrudan analiz gereklidir.

F=(fg9) :R®— R? durumu

Kapali fonksiyon teoreminin f(z,y, z) = g(x,y, 2) = 0 denklem sisteminin = ve y igin z
cinsinden ¢o6ziilebilirlik kosulu nasil belirleyebilecegimizi gosteren bir 6rnek gorelim.
Geometrik yorum. Eger

o(f,9)

0, Y) | )= (z0.0)
ise f(z,y,z) = 0 ve g(z,y,z) = 0 ylizeylerinin kesisimi (zy, yo) noktasinin bir U komsu-
lugunda bir egri tanimlar ve bu egri yerel olarak z degiskeni tarafindan parametrize
edilebilir.

£0

Ornek 77.
3x —cosy+y+e” =0,

r—e"—y+z+1=0
denklem sistemini (z,y) = (0,0) noktasi civarinda tek bir sekilde ¢ézen x = z(z) ve y =
y(z) fonksiyonlarinin var oldugunu gosterin ve dx/dz ve dy/dz tiirevlerini hesaplayin.

Coziim. Denklemleri sol taraflarina f ve g diyelim. f(0,0,z) = ¢(0,0, z) = 0 denklemle-
rinin ¢oziimii z = 0 verir.

f,g) | _ 3 siny + 1
a(x7 y) (xvyvz):(07070) 1 _ eac _1

= —3#0

(I7y72):(07070)

oldugundan kapali fonksiyon teoremi bize denklem sistemini (x,y) = (0,0) noktasi ci-
varinda tek bir sekilde ¢ézen x = x(z) ve y = y(z) fonksiyonlarinin var oldugunu sdyler.
Tiirevleri hesaplamak icin denklem sisteminin z degiskenine gore tiirevini alalim.
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3 siny + 1| |2'|  [—¢€7
1—¢€" -1 v | -1

dr e* +siny +1 dy eF—e"7 -3
dz =3 — (siny + 1)(1 —e?)’ dz =3 — (siny +1)(1 — e2)

sistemini ¢ozersek

buluruz.

Genel Durum: F = (fy,..., f,) : R™™™ —» R"

En genel durumda KFT su sekilde ifade edilebilir.

f1($1,-~-a$m?/17~-7ym>
f2<$17~--7xmyla-~>ym)

0
0

fn(zla"'7$n7y17"'aym) :O

n + m bilinmeyenli n denklemden olusan bir denklem takimi olsun.

(T1, o Ty Y1y -y Ym) = (@1, .., ap, b1, ..., by,) bu denklem sisteminin bir ¢6ziimi ol-
sun. o(f )
1y---sJn
|(a1 ,,,,, an, b1, bm)7é 0
(3(331, c. ,l‘n)
ise bu denklem takimi vy, ..., y,, i¢in x1,...,z, cinsinden (ay,...,an,, b1, ..., b,) € R*™

noktasinin bir komsulugunda tek bir sekilde ¢oziilebilir.

. a 9 .
Ornek 78. o filxy, zo,23,91,y2) = 0, fa(x1, 22,23, 71,92) = 0 Ve % # 0 ise
15 92

]
81'3
kismi tiirevini uygun jakobyenler araciligiyla bulunuz.

« Ahmet Tekcan, Ileri Analiz, syf 253-255: 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8

e Ahmet Tekcan, Ileri Analiz, syf261-262: 2,4, 5, 6, 7.
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